3. Die Hierarc
Zellularaut

in diesem Kapitel wird
verschiedener Zustands:
AnschlieBend wird ein na

hie der zustandsénderungsbeschrénkten
omaten

eine Hierarchie der Sprachfamilien von Zellularautomaten mit
anderungsbeschrankung aufgestellt und verfeinert.
twendiges Kriterium flr die von zustandsénderungsbeschrankten

unidirektionalen Zellularautomaten erkannten Sprachen hergeleitet. Ein entsprechendes

Kriterium fur bidirektion
speziellen Struktur.

3.1 Einige grundle

Die tolgenden Lemmata
pitel. Sie sind bis auf L
einfachung der Beweise

Lemma 3.1
[ Vo81]

Beweis: Ein p(n)-ander
beschrankt. Da
muB, damit der
solcher ZA n-

eindeutig bestim

nachbarten (k-

tensfolgeaussch

konfiguration cJ

(c,‘,’(\)+1)>l ;
k...

Ein p(n)
zeitbeschrinkt.

ale Zellularautomaten existiert nur fiir Realzeitsprachen einer

gende Hilfssdtze

folgen unmittelbar aus den Definitionen im vorhergehenden Ka-
emma 3.3 bereits in [ Vo81] enthalten und werden zur Ver-
in den folgenden Abschnitten eingeflihrt.

- zustandsédnderungsbeschrinkter Zellularautomat ist n-p(n)-

ungsbeschrankter Zellularautomat ist n-o{n)-sum - énderungs-
in jedem Schritt wenigstens ein Automat seinen Zustand &ndern
Zellularautomat nicht in elnem Zustand stehenbleibt, ist ein
p{n) - zeitbeschrinkt,

<
Lemma 3.2 Es selen|w,We V% v,u,%e N mit 1<vsiwi-1, 1< p<iwi-1.
[ Vo81] beid TS
Sind die n x- Verhaltensfolgeausschnitte {c¥% (v, v+1) >;x
und (cf’(u, u+1) D 'x eines ZA gleich, so gilt fur
wh = Wi Wuﬁ.lWl und wi= Wi.uw\tﬂ.lwl
wi = w
{e] (1))’)““ {cW “)>!x+v’
—-—. - e
BN py= T D],
Beweis: In einem ZA mit H4-Raster ist der k~Verhaltensfolgeausschnitt < ¢Y (v+1) > !

mt durch die Anfangskonfiguration ¢ (v+1,Ivl) und den be-
der k- Verhal-

i

1)~ Verhaltensfolgeausschnitt  {cY (v) > !k J
nitt < ¢y (v) >’k wird eindeutiy bestimmt durch die Anfangs-

(1,v) und den benachbarten (k-1)-Verhaltensfolgeausschnitt
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsénderungsbeschrinkten Zeilularautomaten

Durch Induktion iber k folgt dann  {c¥%' (v, v +1 )>lx = W (v, v+ )>¥x'

Da w und w! nach Definition in den ersten v Zeichen Ubereinstimmen, erhalt
man die erste Behauptung. Die zweite ergibt sich dann durch einfaches Vertau-
schen von w und w. V

o

Im Fall eines unidirektionalen ZA kann Lemma 3.2 verscharft werden, da nun der Folge-
zustand eines Automaten unabhidngig vom Zustand seines linken Nachbarn ist.

{emma 3.3

Beweis: In einem unidirektionalen ZA ist der k- Verhaltensfolgeausschnitt {cY (v +1) >%

Es selen w,We V: v, p,xe Nmit 1svsiwl-1, 1sp<Iwi-1.
Sind die beiden x - Verhaltensfolgeausschnitte {c%W (v+1) >|x und
(W (u+1) >Ix eines unidirektionalen ZA gleich, so gilt fur

und wl=Ww, w

| =
w wl, e v+l iwl

ku+'1.|7vl
wi = w
{c¥ (1)>’x+v {c¥ (1))')‘”,

T d,,,= (B>,

af

eindeutig bestimmt durch die Anfangskonfiguration c¥ (v+1,1vi). Aus der Voraus-

setzung { c¥ (v+1) >l; (¥ (uﬂ))umd aus ¢ (v+,1wll) = c% (u+1,1w!)

folgt demnach <c‘<’,"(\>+1)>‘ = (c‘g”(\)ﬂ)); .
" X

Da w und w! nach Definition in den ersten v Zeichen tibereinstimmen, erhalt
man die erste Behauptung. Die zweite Behauptung folgt wieder durch Vertau-
schen von w und w.

o

Llemma 3.4 a) In einem ZA gibt es filr T,p¢ N mit T 2 p nicht mehr als

[Vos2]

(5)iaiP* < ¢P. a0
verschiedene t-Verhaltensfolgeausschnitte ¢ ce(u)>t mit hchstens
T
¢ Zustands@nderungen.

b) Die Anzahl der t-Verhaltensfolgeausschnitte (co(v,vﬂ))'t mit héch-
stens p Zustandsdnderungen pro Zelle ist beschrinkt durch

2
((g)w?”) < 120, a2
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsdnderungsbeschrinkten Zellularautomaten

Beweis: Ein T - Verhaltensfolgeausschnitt kann als Vektor der Lénge t+1 mit Elementen
aus A dargestelit werden. An maximal p Stellen von 2 bis t+1 des Vektors
kénnen Zustandsénderungen auftreten. Es gibt 1Al Méglichkeiten fur den Zustand
am Anfang des Vektors und AP Maglichkeiten fiir die neuen Zusténde nach
jedem Zustandswechsel. Insgesamt gibt es also hochstens

(5)1aP! < ¢P1alP

solche Vektoren. Lemma 3.4 b) folgt dann unmittelbar aus al.

<&

in den Beweisen der nachsten Abschnitte wird auch eine untere Schranke fiir den
Binomialkoeffizienten bendtigt, die im folgenden Lemma bewiesen wird.

lemma 3.5 Es seien n,ke N mit k= n%. Dann gilt
n
(k) 5 n(%k)

n
Beweis: Mit n! < (‘S) JaBt sich der Binomialkoeffizient nach unten abschétzen durch

n !
(k) = nach Definition des Binomialkoeffizienten.
{(n-k)!t- ki
n-{n-1-(n-2). ... (n-k+
' k!
&)
> 2 K denn alle kK Fakloren im Zghler sind groBer als Q—
(%’k)
k k
= (—%—) 2 (n%> wegen k < nt gilt “Ez nt,
¥k
_ )
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsinderungsbeschrinkten Zellularautomaten

3.2 DieExistenz einer Hierarchie der Zustandsanderungskomplexitat

In der Einfuhrung wurde ein ZA angegeben, der mit 3 Zustandsanderungen pro Automat
die Sprache { a™b"c" |n ¢ N} aus 24\ R, akzeptiert. Somit kénnen auch nichttriviale
Sprachen von Zellularautomaten mit konstanter Zustandsénderungsbeschrénkung erkannt
werden.

Es ist leicht einzusehen, daB bereits eine Zustandsanderung pro Automat ausreicht, um
alle reguléren Sprachen zu erkennen :

Ein endlicher Automat kann von einem ZA simuliert werden, indem zum Zeitpunkt t = 0
am rechten Rand der Eingabe ein Signal gestartet wird, das, wihrend es mit Einheits—
geschwindigkeit nach links lauft, in jedem Schritt ein neues Zeichen der Eingabe liest
und seinen Zustand entsprechend der {berfilhrungsfunktion des endlichen Automaten
dndert. Wird das Signal im Anfangszustand des endlichen Automaten gestartet, so
erhalt man nach n Schritten das Ergebnis des Erkennungsprozesses im akzeptierenden
Automaten am linken Rand der Retina.

Viele komplexere Sprachen konnen jedoch nur mit wesentlich mehr Zustandsanderungen
von Zellularautomaten erkannt werden. Im folgenden wird fir einige Sprachen die mini-
male Anzahl der zu ihrer Erkennung notwendigen Zustandsénderungen untersucht. Mit
den Ergebnissen wird dann eine Hierarchie von Sprachfamilien verschiedener Zustands-
anderungskomplexitédt aufgestelit.

Die Existenz einer solchen Hierarchie wurde flir Realzeit - Zellularautomaten bereits in
[ Vo82b | bewiesen, der Beweis wird hier in modifizierter Form anhand von Realzeitspra-
chen in unidirektionalen ZA gebracht. Dadurch ist es moglich, den Beweis gleichzeitig
fur die Sprachklassen der UZA und ZA mit und chne Realzeitbeschrankung zu fiihren.

Beisplel 3.1 Es wird die Sprache Lg = { uYYuR|u ¢ {a,b}"} betrachtet. Lg ist als
ineare Sprache von unidirektionalen Zellularautomaten in Realzeit erkennbar
- und damit von O(n)-zustandsédnderungsbeschrankten UZA. Ein einfacher
Algorithmus fir Ly wird hier kurz erldutert und an einem Beispielwort in
Abb. 3.1 veranschaulicht.

Funktionsweise: Von der mutmaBlichen Mitte des Eingabewortes, d.h. aus-
gehend vom Teilwort YY, wird ein Signal m mit der Geschwindigkeit %
nach links geschickt, Erreicht es zum gleichen Zeitpunkt wie das vom rech-
ten Rand mit Einheitsgeschwindigkeit kommende Signal e die akzeptierende
Zelle, so ist die Zeichenkette YY tatsachlich in der Mitte der Eingabe. Au-
Berdem prift e das Eingabewort auf die Form {a,b}*YY{a,b)".

Gleichzeitig wird fir jedes Zeichen der Eingabe aus {a,b} ein a- bzw. b~
Signal mit Geschwindigkeit 1 nach links geschickt und mit dem Inhalt der
Zelle verglichen, in der das langsamere Signal m eingeholt wird. Verlaufen
alle Vergleiche positiv, so akzeptiert der UZA die Eingabe.
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsénderungsbeschrinkien Zelluiarautomaten

Abb. 3.1 Algorithmus zism Erkennen der Sprache Lp = {uYYuRIue{a,b}'*}
am Beispiel der Eingabe babbaYYabbab

bja;bybja; Y, Yqa,b,b,a ;b
: v H 4 7 rd Fa g /
LSS
‘: H H ) F /,f’ o S /
Y4 VYA AN
: : s r’/' / / / ) / "
Y P A “
t NS
R 4 P4 /s / Endsignal e mhit
Ly s pl /'/ / Geschwindigkeit 1
I A AN
P VAR AN
H E {f /‘/ r'/ // / s
HEEE R VA A A %
A A Signal m mit Geschwindigkelt %
I A G
LSS
VA
é // // /
, V, :: / 4 ,/’
: / ’//
E /‘/ ./ '
: /‘/
i /
// L
»‘,/
/

In der Zeichnung sind zur Vereinfachung nur die a- und b-Signale aus dem
Teilwort uR eingezeichnet. Da eine Zelle im ersten Schritt der Berechnung
noch nicht entscheiden kann, ob sie sich vor oder hinter dem Teilwort YY
befindet, muB auch fir jedes a und b des Teilwortes u ein Signal nach links
geschickt werden. Erreicht ein a- oder b-Signal den linken Rand, ohne die
beiden Y passiert zu haben, so wird es geloscht, ein Vergleich findet nicht

statt.

Auch die anderen Algorithmen dieses Kapitels werden entsprechend verein-
facht dargestellt, es werden nur die ,wesentlichen” Signale eingezeichnet.
Man kann sich jedoch bei allen dargesteliten Verfahren leicht tiberlegen, dabB
die Anzahl der bendtigten Zustandsénderungen durch diese Vereinfachungen
hochstens um einen Faktor verringert wird, die GroBenordnung wird nicht

verandert.

Es wird nun bewiesen, daf zur Erkennung der Sprache Lg tatséchlich O(n) Zustands-
anderungen pro Automat bendtigt werden :

Lemma 3.5 Es sei Lg={uYYuR Jue{a,b}} und s,e¢ R, £>0. Dann gibt es keinen

[Vo82b ]
erkennt.

sn{1-€) - max - zustandsénderungsbeschrinkten Zellularautomaten, der Lg
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsénderungsbeschrinkien Zellularautomaten

Beweis: Die hier verwendete Beweistechnik wird noch in weiteren Beweisen benutzt
werden und verlduft in den folgenden Schritten :

1) Es wird die Maximalzahl der in einem sn{1-€J)-max - zustandsdnderungsbe-
schrankten ZA existierenden Verhaltensfolgeausschnitte {c¥%(v,v+1)> mit
w e V' ermittelt.

2) Durch geeignete Abschitzungen wird gezeigt, da8 diese GroBe fir eine ge-
ntigend groBe Wortldnge n echt kleiner ist als die Anzahi der Worter der
Lénge n aus Lg.

3) Zur Erkennung von Lg wird jedoch fiir jedes Wort w der Sprache ein eigener
Verhaltensfolgeausschnitt (<% (v,v+1)> bendtigt. Denn sind w und W
zwei verschiedene Worter der Linge n = 2k+2, keN aus Lg mit w = uYYuR
und W = GYYUR, so wirde nach Lemma 3.2 aus

folgen, daB auch uYYTR akzeptiert wird. Dies stdnde jedoch im Widerspruch
zur Palindromeigenschaft der Worter aus L.

Ein snt1-€)-max-4nderungsbeschrankter ZA ist nach Lemma 3.1 sn{Z-€).
zeitbeschrinkt. Die Zahl der Verhaltensfolgeausschnitte {cg (v,v+1)) in einem
snt1-€)-max-anderungsbeschrinkten Zellularautomaten ist damit nach Lemma
3.4 b) mit p=sn'1"8) und T=3sn'="8) fiir groBe n beschrankt durch

(sn(2“€3)25n“~8)l/\lZ(SHH_S)M)

y2sn(i=€)  2sn(1-€)
(sn2) (1a12)

sn< filr n mit snt17&) > 1

(1-€)
5‘25n

()

= 2(10sn1 ") idn)

{&n-1)

fiir n 2 max{1Al,s}.

fir groBe n, da n"®-ldn dann gegen null geht.

in-1
Da es in Ly aber nur i 2(2 )Wbrter der Linge n=2k+2 gibt, kann Lg
von keinem snt{1-€)_max - #4nderungsbeschrinkten ZA erkannt werden.

1S

%

Aus Lemma 3.6 folgt insbesondere, da8 Li von keinem O(n¥)-max - dnderungsbeschrank -
ten ZA erkannt wird. Im folgenden werden Sprachen definiert, die O(n?) bzw. O(lnn)
Zustandsénderungen pro Automat bendtigen.
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsanderungsbeschrinkten Zellularautomaten

Definition 3.1 2) Qu.Dy:V*—> (VU {#}) selen definiert durch

- " 4 2
Qu (W, W,...wy,) = w, #2071y 52(0=20 Wy 2P w,.

n-1 n—-2
Dy (W,w,...wp) = w,#(z _ -1)w2“(2 v S w,  Bw,®

flir w= W,w,...w,e V"
b) hy: (VU] —> V¥ sel Homomorphismus mit
a aeV

hg (a) = { x w=

&) Lro = {vXXWYY Qu($™MZZ$ e | hyv) =uela,b}" A w=vR
Alul=n A Ivl =n2 A t=3n%+n+6},

Lap = {vXXWYYDg($MZZ$ et | hy(v) =uef{a,b}" A w=vR
Adul=n A IVl =2"A t=3-2"n+6}.

Durch die Abbildungen Dy, und Qy wird ein Wort der Lange n durch Autfullen mit # - Zeichen
auf die Lange 2™ bzw. n? gebracht, zum Beispiel

abcba D”-«--> aunnrgRgErnerRes hengusagcutsbhitas
abcba ~--~9—"3——-~»> asupsRsunhEssstcnenbitt g |

Fir die Lange der Worter

Wo = VXX WYY Qu($MZZ ™ ¢ Lpg
und

Wp = VXXW, YYD ($MZZ M ¢ Lgp
folgt daraus :

lwgl = 6n2+2n+12 = O(n?) und Iwp! = 6:2"+2n+12 = O(2").
Das Wort w = uYYuR mit lul =n aus Ly hat dagegen nur die Linge 2n+2 = G(n).

Die Zahl der notigen Zustandsanderungen pro Automat ist, wie in Lemma 3.7 bewiesen
wird, bei der Erkennung eines Wortes wq aus Lgg oder wp aus Lgp nicht wesent-
lich groBer als bel der Erkennung des .entsprechenden” Wortes w aus L. Da die Zu-
standsanderungskomplexitat einer Sprache in Abhangigkeit von der Wortlange n definiert
ist, sind Ly und Lpp bereits von einem O(n¥)- bzw. O(Inn)-4nderungsbeschrank-
ten ZA erkennbar.

In Lemma 3.8 wird schliellich gezeigt, daBl diese Zustandsinderungszahlen tatséchiich
benttigt werden; damit ist dann die Existenz einer Hierarchie der Zustandsanderungs-
komplexitét bewiesen.

Die in Definition 3.1 c) definierten Sprachen Lgg und Lgp sehen auf den ersten Blick
ziemlich unubersichtlich aus. Dies ist jedoch durch die an die Sprachen gesteliten An-
forderungen bedingt :
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsénderungsbeschrénkten Zellularautomaten

Die Sprachen sollen bereits von einem unidirektionalen ZA in Realzeit erkennbar sein.
So besteht der Zweck des letzten Teilwortes ' einzig und allein darin, die Worter der
Sprache so zu verlingern, daB eine Erkennung in Realzeit méglich wird. Die Schwierig-
keit bei der Definition geeigneter Sprachen und dem Entwurf der entsprechenden kr-
kennungsverfahren besteht nicht zuletzt darin, daB auch bei Eingabewdrtern aus dem
Komplement der Sprachen in keiner Zelle mehr als O(n¥) bzw. O(lnn) Zustandsande-
rungen stattfinden diirfen.

Es ist sicherlich mdglich, die Hierarchie der Zustandsanderungskomplexitdt anhand einfa-
cherer Beispiele zu zeigen. Der Vorteil der hier definierten Sprachen Lro und Lgp
ist jedoch, daB man mit ihnen die Hierarchie fir ZA und UZA mit und ohne Realzeit-
beschriankung durch einen einzigen Beweis zeigen kann. AuBerdem wird im nachsten
Abschnitt anhand sehr #hnlicher Sprachen die aufgestellte Hierarchie verfeinert, die dort
verwendeten und noch etwas komplizierteren Algorithmen werden dadurch etwas ver-
sténdlicher.

im folgenden Beispiel wird versucht, die Funktion der Abbildungen Qy und Dy und darnit
die Struktur der Sprachen Lra und Lgp zu verdeutlichen.

Beispiel 3.2 Es werden die Sprachen L = Dy{a}) und Lo = Qul{a¥") betrachtet.
Fiir Dy und Q4 giit nach obiger Bemerkung :

wl=n == [Dyw)]=2" A |Quw)]=n2

Lp und L dhneln also den unitdren Sprachen { ﬂenln ¢ N} und {ﬂnel e {N},
sie sind im Gegensatz zu diesen aber noch an .geeigneten” Stellen durch
a's markiert. Mit Hilfe dieser Markierungen kénnen Ly und Lo von uni-
direktionalen ZA in Realzelt erkannt werden.

a) Erkennungsverfahren fur die Sprache Lp:

Abb. 3.2 Erkennung von L am Beispiel der Eingabe Dy (2*)

a !#{# (#5888 !nJa [# % ptla ’a']a [
: P g i
j, /J ."{ /’/

t L 4
'f‘ ,s"f »('y' ,
/ ,;‘l p h Y
: j : A7
; ! ?;“’/J LY
’,’ ¥ Signal d mit Geschwindigkeit
- 4
Vi / 2N

: 4 g N
: 'l 7 A
: 7 ) /' AN
B Endsignal @ mit Geschwindogkelit 1
L,
P
!/
& /

rlv"/).,

P
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Funktionsweise: Die Worter der Sprache Lp haben die Eigenschaft, dafl die
Entfernung von einem Zeichen a zum néchsten links von ihm um eins groBer ist
als die Entfernung zum rechten Rand.

Somit kann ein ZA Lp erkennen, indem von jeder mit a markierten Zelle aus
ein Signal d mit Geschwindigkeit £ nach links geschickt wird. Werden diese
Signale direkt nach der jeweils ndchsten mit a markierten Zelle vom Signal e,
das vom rechten Rand mit Einheitsgeschwindigkeit nach links lauft, eingeholt,
dann hat die Eingabe die Form Dy (w),we {a}’.

Zur Erkennung von Lp werden so nicht mehr als drei Zustandsénderungen pro
Automat benétigt.

bi Erkennungsverfahren fiir die Sprache Lq :

Abb. 3.3 Erkennung von Lo am Beispiel der Eingabe Qy(a*)

o 4

R bl ol bl A LA E A L A CH LI LY

Ly
¢/ 7

L + i
: i oSS \\
' Yo rd e
S - o/ Endsignal (giit auch als p—Signal )

s S/ Signal q mit der Geschwindigkeit 3

' Signal p mit Geschwindigkeit 1

Funktionsweise: Die Worter aus Lg sind dadurch gekennzeichnet, daB direkt
links von jedem a zwei # mehr stehen als direkt rechts davon.

Im oben skizzierten Erkennungsverfahren wird diese Eigenschaft uUberpriift,
indem von jedem a aus ein Signal g mit der Geschwindigkeit ¥ nach links ge-
sendet wird; von der Zelle rechts daneben startet ein Signal p mit Einheitsge-
schwindigkeit in die gleiche Richtung. Wird jedes q-Signal direkt vor der jeweils
ndchsten mit a markierten Zelle zum zweiten Mal von einem p-Signal lber-
holt, und z#hit das Endsignal direkt links vom letzten a genau zwei #-Zeichen,
so ist die Eingabe aus L.

Der ZA bendtigt dabei maximal 5 Zustandsénderungen pro Automat.
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsanderungsbeschrinkten Zellularautomaten

Mit Hilfe der Abbildungen Dy und Qg ist es also moglich, Worter der Lénge 2 bzw.
n2 zu erzeugen. Umgekehrt konnen die Erkennungsverfahren des letzten Beispiels ver-
wendet werden, um geeignet strukturierte Worter auf die Lange 2" baw. n? zu priifen.
Die Teilwdrter v und w in den Sprachen Lrg und Lgp haben diese Lénge, es sind aber
jeweils nur n Zeichen aus {a,b} in v und in w, der Rest besteht aus #-Zeichen. Das
Teilwort vXXw ist also ein Palindrom, bei dem im Gegensatz zu einem Wort aus der
Sprache Ly aus Beispiel 3.1 die Dichte der a- und b-Zeichen stark verringert worden
ist. Dadurch wird, wie im folgenden Lemma gezeigt wird, auch die Anzahl der benGtigten
Zustandsédnderungen pro Zelle entsprechend verringert.

Lemma 3.7 a) Lrg ¢ AUZAg(O(n?))
b) Lpp ¢ AUZAR(O({inn))

Beweis: a) Ein Algorithmus fir Lrq wird anhand der folgenden Zeichnung erlautert :

Abb. 3.4 Erkennung von Lgpgo am Beispiel der Eingabe vXXwYYQu($ 3)zz$ %t
mit t =36

bDasX%eat bR VYSERBRSBESZLSSS
PRI R = P aE

T Signal t
HEacs ~.. Signale zum Verfahren in
i _:' " Belsplel 3.2 b)

T~ “~Signal m, mit v = §

. " Signal a

., Endsignal e
o~ Signal e,
\'\
* Signal m mit
v =

" Signale a, und
b, mit v = §

" \\‘
e .. ~Signal e, mit v = ¥

3

Signal m, mit v = 5
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Funktionsweise: Das skizzierte Erkennungsverfahren besteht aus zwei Fhasen,
die durch das Signal t voneinander getrennt werden. In der ersten Phase ober-
halb von t wird die Eingabe auf Wohlgeformtheit gepriift, insbesondere wird
gepriift, ob die Eingabe die richtige Lange hat. In dieser Phase wird nur eine
konstante Anzahl von Zustandsinderungen pro Zelle benttigt. Erst in der
zweiten Phase wird die Eigenschaft w=vR lberprift, dazu werden O(n¥)
Zustandsénderungen gebraucht. Durch diese Einteilung in Phasen wird sicher-
gestellt, daB auch bei Eingabewdrtern aus dem Komplement von Lrq in keiner
Zelle mehr als O(n¥) Zustandsinderungen stattfinden.

in der ersten Phase laufen die folgenden Prozesse gleichzeitig nebeneinander
ab:

1) Der zwischen YY und ZZ liegende Teil der Eingabe wird durch das in Bei-
spiel 3.2 b) beschriebene Verfahren aut die Form Qn($k) uberprift, die
dazu bendtigten Signale p und g sind in diinnen Linien eingezeichnet.

2) Das Teilwort Q“($k)ZZ$" wird auf die Bedingung k=n getestet. Dazu
wird das Signal a, das am linken Rand von $" mit Geschwindigkeit 1 ge-
startet wird, an jedem $-Zeichen in Q#(ﬁEk) um einen Takt verzdgert. Wird
es dabel im am weitesten links stehenden $ vom Signal t, das am rech-
ten Rand der $" gestartet wird, eingeholt, so gilt k=n.

3) Mit Hilfe der Signale m, und e, werden die Teilwbrter w und Qu($™) auf
gleiche Lange getestet.

4) Mit derselben Technik wie in 2} wird gepriift, ob im Teilwort w genau n
Zeichen aus {a,b} sind. Auch hier wird ein a-Signal an jedem Zeichen
aus {a,b} um einen Zeittakt verzdgert, auBerdem werden die angetroffenen
a's und b's markiert.

In der zweiten Phase bleibt noch zu iiberpriifen, ob fir das Teilwort w die
Bedingung w = vR gilt. Dazu wird von jedem markierten a und b des Teilwortes
w aus ein a,- bzw. b,~Signal mit Geschwindigkeit ¥ nach links geschickt.
Die a,~ und b,-Signale werden jeweils durch das Eintreffen des t-Signals
gestartet. Trifft das t-Signal auf das Teilwort XX, so wird auBerdem ein Signal
m, gestartet, das mit Geschwindigkeit § nach links lauft. Wenn jedes a,- bzw.
b,-Signal das Signal m, in einer Zelle einholt, die wieder ein a bzw. b enthalt,
so folgt w=vR.

Mit den Signalen m und e wird gepriift, ob am Ende der Eingabe die richtige
Anzaht von #-Zeichen steht.

Da fur alle Prozesse in der ersten Phase nur eine konstante Anzahl von
Zustandsanderungen pro Zelle bendtigt wird, ist die Anzahl der Zustandséan-
derungen bestimmt durch die Anzahl der a,~ und b,-Signale und damit durch
die Anzahl der Zeichen aus {a,b} im Eingabewort. Flr die Erkennung einer
Eingabe der Ldnge n = Bke+2k +12 aus Lrg werden daher in keiner Zelle
mehr als O(k) = O (n¥) Zustandsénderungen bendtigt. Da in der zweiten Phase
der Erkennung nur von den markierten Zeichen aus ein a,~ bzw. b~ Signal
gestartet wird, ist sichergestellt, daB auch bei Eingabe eines Wortes aus dem
Komplement von Lrg nicht wesentlich mehr Zustandsdnderungen stattfinden.
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b) Ein Erkennungsverfahren fir die Sprache Lgp :

Abb. 3.5 Erkennung von Lgp am Beispiel der Eingabe vXXwYYDy($ %223 %!
mit t = 33

ishbasusaliagseibbyvyseassninlZising i ]

ARt 4 N/ ™ Signal t

TN / N/ Signal a

1 “Signale zum Verfahren
in Beisplel 3.2 a)

~./ Signal m, mit v = ¥

" Signal e,
L 'f x\\ Endsignal e
SR Signal m mit
g v =%

.-; /v' \,:

“/Signaie a, und

./ b, mitv =%
. .
-, h"“\\_\
., A
\“\\ T Signal e,

~Signal m, mit v = §

Funktionsweise: Der Algorithmus filr die Sprache Lgp verlduft analog zu al.
Es wird lediglich in der ersten Phase in 2) der Algorithmus fir Qu(w) aus
Beispiel 3.2 b) durch den fir Dy(w) aus Beispiel 3.2 a) ersetzt.

Auch in diesem Fall ist die Anzahl der Zustandsénderungen bestimmt durch
die Anzahl der Zeichen aus {a,b} im Eingabewort. Flir die Erkennung einer
Eingabe der Lange n =6 2K+ 2k +12 aus Lrp werden in keiner Zelle mehr als
O(k) = Olinn) Zustandsénderungen benstigt.

&
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Im nichsten Lemma wird gezeigt, da eine wesentliche Verringerung der Anzahi der Zu-
standsénderungen pro Zelle gegentiber den eben beschriebenen Algorithmen auch in bi-
direktionalen ZA ohne Realzeitbeschrinkung nicht moglich ist.

lemma 3.8 a) Es seien €,5 ¢ R mit € >0. Dann gibt es keinen sn'? &) max-dnde-
rungsbeschriinkten ZA, der Lrq erkennt.

b) Es sei s ¢ R. Dann gibt es keinen s In (In n) -max - &nderungsbeschréank-
ten ZA, der lLpp erkennt.

Beweis: Die Beweise laufen beide analog zum Beweis von Lemma 3.6 ab : Es wird be-
wiesen, daB die Maximalzahl der in einem zustandsinderungsbeschrankten ZA
existierenden Verhaltensfolgeausschnitte {cq (v,v+1) > kleiner ist als die Anzahl
der Woérter einer Linge n aus Lrg bzw. Lgp, sofern n nur groB genug ge-
wiahit wird.

a) Wie bei der Erkennung von Lg wird auch fir jedes Wort w aus der Sprache
Lrq ein eigener Verhaltensfolgeausschnitt {c%v,v+1) > bendtigt. Demn sind
Wo = VXXWYYQu($)ZZ$" 8" und Wg = TXXWYYQu($9ZZ 5 0" zwei
verschiedene Warter der Linge n = 6kZ+2k+12, ke N aus Lrg, so wirde
nach Lemma 3.2 aus

(NQ(K2+1,k2+2) > = (WO (K2+1,k2+2))

folgen, daB auch YXXTYYQyu($")ZZ $4#" akzeptiert wird. Hierbei sind k= +1
und k2+ 2 die Nummern der Zellen, die die beiden X enthalten. Wegen W # vR
st vXXWYYQ,($)ZZ$ =" aber nicht in Lgg.

Ein sn(%"’:)—max~énderungsbeschrénkter ZA ist nach Lemma 3.1 snl-el.

geitbeschrinkt. Die Maximalzah! der Verhaltensfolgeausschnitte v, v+1))
ist damit nach Lemma 3.4 b) mit p=sn{¥7€) und t = snt? &) fiir groBe n
beschrankt durch

anlE—g)

(Sn(%~s)fbn lA"&Z(sn(%"E)H)

2sn37€)  ogpli-e) ,
(IAIQ) fur n mit snt¥"€) 2 1

V\
—
3
5]

fur n 2z max{lAl,s?
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Zu jedem Wort v der Lange k2 mit k Zeichen aus {a,b} gibt es genau ein
Wort v XXvRYYQ, ($%)ZZ $*#" der Linge n = 6k?+2k+12 in Lgg. Es gibt

k2Y .«
(k )2
solche Weérter v, dies ist folglich auch die Anzahl der Worter der Linge n
1

- 1
in Lrg. Wegen n = Bk 2+ 2k +12 gilt (;n)"’ < k fur groBe n. Daraus folgt

i
r)(;n)z 2k i (‘f) zk.

£ <

 Also kann Ly von keinem sn{#~€)-max- #nderungsbeschrénkten ZA erkannt

=2
I~

werden.

b) Auch im Fall von Lgp wird fiir jedes Wort w einer Lange n = 624+ 2k +12

aus der Sprache ein eigener Verhaltensfolgeausschnitt {c(v,v+1)) benétigt.

Zum Beweis betrachtet man analog zu a) Lemma 3.2 mit v = oks1.

Die Zahl der Verhaltensfolgeausschnitte { ¢, (v,v+1)) in einem sin(inn)-
max -dnderungsbeschrankten ZA ist nach Lemma 3.1 und Lemma 3.4 b)
beschrénkt durch

‘2(sin(lnnJ+1)

)Zsln(lnn) IA

(snin(inn)

)2sln(Inn)(lAlz)'z?stn(inn)

(snln(lnn) fur n mit sin{lnn) > 1

A

2sinlinn) ,
(ns) fir n = max{lAl, s}, auBerdem wird In(lnn) in der
Basis durch n abgeschatzt.

= 10sin(inn)
{ ( n)%ld(%n) fir groBe n.

Zu jedem Wort v der Linge 2% mit k Zeichen aus {a,b} gibt es genau ein
Wort v XXvRYYD4($XZZ$ s der Linge n = 625 2k+12 in Lgp. Es gibt

~k
e k
(%)
solche Worter v, dies ist folglich auch die Anzahl der Worter der Lénge n
in Lrp. Wegen n = 6:2%+2k+12 gilt 1d(%n) < k fiir groBe n. Daraus folgt
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olx

ok ok i
< ( ) < Kk 2 nach Lemma 3.5.

Also kann Lrg von keinem s In (Inn) - max-anderungsbeschrankten ZA er-

&

kannt werden.

Aus Lemma 3.8 folgt insbesondere, daB Lgg von keinem O(inn)-max-anderungs-
beschrinkten und Lgp von keinem O(1)-max-dnderungsbeschrénkten ZA erkannt wird.
Aus den Lemmata 3.6, 3.7 und 3.8 folgt nun das Hauptergebnis dieses Abschnitts:

Satz 31 Fur Z ¢ { AZA, AZAg, AUZA, AUZAR } gilt
z{o) ¢ z(otnm) c Z(on®)) c Z(0(n)

Beweis: In den Algorithmen von Beispiel 3.1 und Lemma 3.7 wurde jeweils ein unidirek-
tionaler, auf Realzeit beschrankter Zellularautomat zur Erkennung der Sprachen
Lr, Lro und Lgp verwendet. In den Lemmata 3.6 und 3.8 wurde jedoch
bewiesen, daB auch mit einem bidirektionalen ZA ohne Zeitbeschrankung keine
kleinere Zustandsinderungszahl zur Erkennung dieser Sprachen erreichbar ist.
Damit ist die Existenz einer Hierarchie der Zustandsanderungskomplexitét fur
alle vier in dieser Arbeit betrachteten Klassen dnderungsbeschrénkter Zellular-

automaten gezeigt.

O
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3.3 Verfeinerungen der Hierarchie

im vorhergehenden Abschnitt wurde die Existenz einer Hierarchie der Zustandsénderungs-
komplexitdten O (n), O(n?), Olnn) und O (1) bewiesen. Im folgenden wird gezeigt, daB
es zwischen diesen Klassen weitere, unendliche Hierarchien der Zustandsénderungskom-
plexitat gibt. Es werden Sprachen vorgestelit, zu deren Erkennung Zustandsénderungs-
zahlen von O{lnn), Olin{inn)}), OUin{in{inn))), ... sowie von 0 (nf), 0(n¥), O(n), ...
bendtigt werden. Die Konstruktion dieser Sprachen erfolgt wie bei den Sprachen Lrqg
und Lgp aus dem letzten Abschnitt mit Hilfe der Abbildungen Qg und Dy.

Definition 3.2 8 Q> Dyt V¥ —> (VU (#,$,2 1) seien definiert durch

Q™M) n>o
Q(k) (w) := kavk._1Z o V22V1 mit Y+t = {Q:((w) ) -0

D“($'Vn') n>0

D(k) (w) := kaVk_1Z - V22V1 mit Vg =
Dyiw) n=0

In(Inge-1yn) k> 1
bl Ingyn = {inn k=1
n
no.L 2(2“("1)) k1
ta T {2m k=1

) LrQgy = (Y XXWYYQuo($MZZ$ ! | hy(v) =uela,bl A w=vR
A lul=n A vi=nlZ9 A t= IvXXWYYQuo($™2ZZ$™ }

LRD gy = {Y XX WYY Dp($™)ZZ $"#t | hy(v) =uefa,b A w=vR
Alul=n A IWI=205 A t=IVXXWYY Do($MZZ$" }

-

Fir ein Wort Qg {w) = v, Z ... Zvq gilt aufgrund der Definition von Q) mit Hife der

Abbildung Q * 2
: . Ivpl© n> 0O
' T w2 n=0
k
Daraus folgt fur die Lange des ersten Teilworts von Qqylwl vl = iwi® und fiir die

k
Gesamtlinge |Qqu(w)| = O{Iwl® )
Fiir D (w) folgt analog vl = 20% und IDg Wl = 0(2()).

Beispiel 3.3 Die Sprachen Lg, = Qiolfa¥) und LBy = D(y{{a}’) sind von einem
O(1)-anderungsbeschrankten UZA in Realzeit erkennbar. Ein mdgliches
Erkennungsverfahren fir Lo, und Lo, wird hier fiir k=2 vorgestelit.
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