Kapitel 5 : Pipsiine-Verarbeitung in Zellularautomaten

5.3 Charakterisierung der zugehdrigen Sprachklassen

In diesemn Abschnitt werden die von p-5SZA und p-SUZA mit verschiedenen Pipeline-
Perioden p erkannten Sprachklassen untersucht. Besonderes Interesse gitt dabei den
Fallen o =0lnn) und o = O(n%), die zugehérigen Sprachklassen SZA(p) und SUZA(p)
werden mit den entsprechenden Klassen der zustandsinderungsbeschrankten ZA und
UZA verglichen.

Satz 51 Fir g:N—)> N gilt:

a) SZA(g) € AZAl(g)
b) SUZA(g) £ AUZA(g)

ist jede Zelle wihrend der Verarbeitung einer Eingabe hoch-

Beweis: in einem g-5Z

&

lie p-dnderungsbeschriankten Sprachen eine obere Schranke fUr
die Anzahl der Aquivalenzklassen beziiglich der Relation |~ bewiesen. Diese Schranke
gilt aufgrund von Satz 6.1 natirlich auch fir die entsprechenden Klassen SUZA(p). Es
ist aber moglich, sowohl fiir SUZA als auch fir SZA eine wesentlich bessere Schran-
ke zu zeigen:

Satz 5.2 FEs sei LEV*und p: N—> N mit p(n) £ n. Wird L von einem p-SZA mit
Zustandsme%wge A erkannt, so gilt fiir alle k,n ¢ N:

Ba( V™~ (mod L)) = AP,

Abb. 5.6 Die in Satz 5.2 betrachtete Situation
k . n

w x ey Das Ergebnis der Berechnung
i l ! hiingt nur vom Teilwort w und

dem elngezeichneten Verhal-
tensfoigeausschnitt ab; dieser
ist wiederum nur vom Telwort

x abhiinglg.

k+n

(WX (n+f, ntpln+k)+1)
<

pln+k)
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Kapitel 5 : Pipeline—~Verarbeitung in Zellularautornaten

Baweis: In einem SZA % mit Pipeline-Periode p hiingt das Ergebnis der Berechnung bei
Eingabe eines Wortes wx mit w ¢ VE und x ¢ VO nur vom Teilwort w und dem
Verhaltensfolgeausschnitt < ¢¥% (n+1, n+p(n+k)+1) > ab (siehe Abb. 56). Die-
ser Verhaltensfolgeausschnitt ist wiederum eindeutig durch das Teilwort x be-
stimmt.

Sind die zu zwei Woértern x und y aus vh gehdrenden Verhaltensfolgeaus-
schnitte {cgln+1, n+p(n+k)+1) > gleich, so felgt demnach fiir alle we VK

wx e Lo <& wyelq.

Nach Definition 3.4 gilt dann x .~ y (mod Lgg).
Also ist die Anzahl der Aquivalenzklassen in V™ beschrinkt durch die Anzahl
der verschiedenen Verhaltensfolgeausschnitte { cg(n+1, n+p(n+k)+1) > und damit

dupel JAJPETHRER

&

A, im Gegensatz zu den ZA mit
konstanter Zustandsinderungsbeschrinkung, nur reguldre Sprachen erkennen.

Satz 5.3 SZA(O(1) = SUZA(O(1) = 84

Beweis: Zu zeigen ist:
a) sZA(oM) € &,.
Wird L von einem s-SZA mit s ¢ N erkannt, so erhélt man durch Einsetzen in
Satz 5.2
Aq (Vﬁ, o~ (mod L)) < AP
Nach Definition der Relationen ~ und ~, in Abschnitt 3.4 ist dies &quivalent
zu  comanmen \ ot s
Aq(V7 ~ (mod (LR)) < s
Da dieser Ausdruck unabhingig von den GroBen n und k ist, folgt nach Defi-
nition 3.3 b)
Aq(V*, ~ (mod (LR)) = Al%*",
Die Sprache (L) ist also von endlichem Index und damit reguldr. Wegen
der Abgeschiossenheit von £, beziiglich Spiegelung ist auch L reguldr.

b) 5 C SUZA(O(1))

Die reguldren Sprachen kénnen von einem O(1)-SUZA mit dem fir &n-
derungsbeschrankte ZA in Abschnitt 2.2 beschriebenen Verfahren erkannt
werden.

¢

Mit Hilfe von Satz 5.2 lassen sich weitere Resultate zum Verhiltnis von SZA und
zustandsanderungsbeschrankten ZA beweisen:
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Satz 5.4 Fur ge{n? Inn, 1} gelten
a) SZA(0(g)) ¢ AzA(O(g))
b) SUZA(O(g)) € AUzZA(O(g))

Beweis: Der Beweis wird fur g = n¥ anhand der Sprache L aus Definition 3.1 geflihrt.
Der Beweis fiir g=Inn veriduft analog mit Hilfe von Lgp, der Fall g=1 folgt
direkt aus Satz 5.3.

Nach Lemma 3.7 ist Lgo in AUZAR{O(n%)) und damit auch in AUZA(O(nf’-'))
und AZA(O(njﬂ')). Es 148t sich aber mit Satz 5.2 zeigen, daB Lgg nicht in
SZA(O(nJ?')) und damit natiirlich auch nicht in SUZA(O(n%)) ist.

Zu jedem Wort v der Linge k% mit k Zeichen aus {a,b} gibt es genau ein
Wort w = vRYYQu($KZZ$5u mit vXXw e Lrg. Sind v, XXw, und v,XXw,
swei verschiedene Worter der Linge n = 6k=+2k+12 in Lgg, so wirde aus

XX w, (1)~ XXw,

folgen, daB auch v, XXw, und v,XXw, in Lrg sind. Also sind XXw, und XXw,
in verschiedenen Aguivalenzklassen beziiglich 2y~ {mod Lro )
Es gibt genau

()2

Worter v der Liange K? mit k Zeichen aus {a, b}, dies ist folglich auch die
Anzahl der Worter der Form XXvRyy Qu(fﬁk)ZZiﬁknt mit der Linge m =
5k2+2k+12. Es foigt

L &
Aq(\/rn, (k:E)'v(mOd LRO_)) 2 (kk )Zk

k

2 (k2§2)~2k z Zk'ldk nach Lemma 3.5,

o - 1 . .
Wiirde Lgg von einem sn?-SZA mit s¢R erkannt werden, so wiirde nach
Satz 5.2 gelten :

L
. (= g {m+k*)* +1
Ag ( VT ey~ (mod Lrag )) 4 iAiS ™

¥

L
Tk2)? g
2(/k Frs sl AR i wegen 6k* > m fur groBe K

3 18
= oCrkHIAL a7 s Al

2k-ldk

< fur groBe k.

Also kann Lgg von keinem sn? -SZA erkannt werden.
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Kapitel 5 : Pipeline -Verarbeitung in Zellularautomaten

Vergleicht man die SUZA mit den Klassen der von anderungsbeschrankten LUZA in Real-
zeit erkannten Sprachen, so erhalt man das folgende Ergebnis :

Satz 5.5 a) SUZA(O(1)) € AUZAg(O(1))
b) SUZA(O(Inn)) § AUZAg(OUInN))
o) suzA(0(nE)) § AUZAg(O(n}))

Beweis: a) folgt direkt aus Satz 5.3.

b Lgp ist in AUZAR(O(Inn)), aber nach dem Beweis von Satz 5.4 nicht in
SUZA[O(Inn)). Andererseits kann Lg = {agn} neN?} von keinem UZA in
Realzeit erkannt werden und ist damit nicht in AUZAR{(O(nn)). Einen Algo-
rithmus fir L, in einem O(lnn)-SUZA erhidit man unter Benutzung eines
Bindrzahlers, der in der in Beispiel 5.1 beschriebenen Weise von rechts nach
links durch den Automaten lauft. Wenn der Zahler am linken Rand der Retina
angekommen ist, wird gepriift, ob alle Stellen auBer der ersten Stelle auf

null stehen.

13

¢) folgt analog zu b) anhand von Lgg und L.

&

Satz 5.6 Die Klassen SZA(O(g)) und suzA(0(g)) sind fur g e {n¥,Inn} nicht abge-
schiossen beziiglich Spiegelbild.

Beweis: Die Sprache Lg aus Abschnitt 3.5 ist von einem O(inn)-SUZA erkennbar. Das
Spiegelbild (LB)R ist aber von keinem O(n'~8)-SZA erkennbar. Dies folgt aus
Teil b) des Beweises von Satz 3.4, da die in Satz 5.2 aufgestelite Schranke flir
die Anzahi der Aquivalenzklassen wesentlich kleiner ist als die dort verwendete
Schranke aus Satz 3.3.

¢

Satz 57 a) SZA{O(n)) > szA(o(n?)) 2 szA(O(Inn)) 2 szZA(O(1)
b) SUZA[O(n) 2 SUZA(O(nF)) 3 SUZA(OUINN)) 2 SUZA(O(D)

Beweis: Nach Satz 5.3 enthalten die Klassen SZA(OH)) und SUZA(OH)) nur die re-
guldren Sprachen. Die nichtreguldre Sprache L= £a2" | neNY wird nach dem
Beweis von Satz 6.5 von einem Otlnn)-SUZA erkannt und ist daher in den
Klassen SUZA(O(Inn)) und SZA[Oinn)). Mit Hilfe von Satz 6.2 148t sich zeigen,
daB fir Lo '= [{Quul)RXX Qutw) | ue{a,bl*} eine Pipeline-Periode von Oln?)
und fir Lg = {uYYuR lue {a,b¥} eine Pipeline-Periode von O(n) bendtigt wird.
Algorithmen, die diese beiden Sprachen in der entsprechenden Pipeline-Periode

erkennen, lassen sich einfach tinden. o
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Kapitel 5 : Pipeline—Verarbeitung in Zelilarautomaten
54 Zeit-Raum-Transformationen

in den vorangegangenen Abschnitten wurde bewiesen, dal es mit SZA moglich ist, tir
viele Sprachen ber eits mit O(n) Zellen eine Pipeline-Periode kleiner als Oln), also zum
Beisplel von O O(n¥) oder OUnn), zu erreichen. In diesem Abschnitt wird nun demonstriert,
wie man unter Ausnutzung dieser Ergebnisse mit moglichst wenigen Zellen eine Pipeline-
Periode von eins erreicht.

Wie bereits in Abschnitt 5.1 erwihnt wurde, ergibt sich der hohe Durchsatz eines Trel-
fis- Automaten gegeniiber einem Realzeit-UZA bei gleicher Erkennungsméachtigkeit durch
eine entsprec,hende Vervielfachunq der Zellenzahl,

,,,,,,,,,

a«multert Dabe« wird die akzept xereﬁnde ZPHF‘ des UZA, die ja wahrend der gemmten &e—
rechnung aktiv ist, durch die 1. Diagonale mit ins sgesamt n Zellen simuliert. Die letzte
7elle eines Realzeit-UZA ist bei einer Berechnung nur im ersten Schritt aktiv und kann
daher im Trellis-Automaten von der letzten {n-ten) Diagonale, die nur aus einer Zelle
bestelt, simuliert werden.

Abb. 5.7 Zeit-Raum—Transformation am Beispiel eines Realzeit-UZA

Raum—Zeit~Diagramm eines LZA Trellis-Automat
1. 2 n-te 1. ke
t Zeite |Zeile { IZe!le Dingenale \ \ \ Diagonsde
- N ..( .r\ N S

ooko Ne
oo Yo ool
QOO
// QO
| O
/ %&

Diese Technik, durch eine entaprechende Vergréferung der Zellenzahl den Durchsatz von
zellutaren und iterativen Automaten zu erhthen, wird in [Gr84 ] als "Zeit~Raum-Trans-
formation” { time-space~ transformation ) bezeichnet. Die Grundidee dieser Transforma-
tion besteht namlich darin, fur jeden Schritt einer im Automaten stattfindenden Berech-
nung eine eigene Schicht von Zellen vorzuhalten. Anschaulich betrachtet wird also das

Raum- Zeit -Diagramm eines zellularen oder iterativen Automaten mit zusatzlichen Zellen

"ausgefulit”.

Im Beispiel des Trellis wird jede Zelle des UZA durch eine Diagonale von Zellen des
Trellis simuliert, man spricht deshalb in diesern Fall auch von "~ diagonal Junrolling™.
Wird jede Zelle in der Zeit-Raum-Transformation durch eine Spalte von Zellen ersetzt,
so wird von "c-{columnunrolling” gesprochen.
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Kapitel 5 : Pipeline-Verarbeitung in Zelllarautomaten

Diese Technik der Raum-Zeit-Transformation kann auch filr SUZA verwendet werden,
um eine Pipeline-Periode von O(1) zu erreichen. In einem p-SUZA ist zu jedem Zeit~
punkt der Berechnung nur ein zusammenhidngender Block von p(n) Zellen aktiv. Daher
kann man durch Verwendung von n Schichten aus je o(n) Zellen, die im Verlauf einer
Berechnung nacheinander aktiviert werden, auf eine Pipeline~Periode von eins kommen.

Abb. 5.8 Raum-Zeit-Diagramm eines p-SUZA

a,a, an

p(n)

Ersetzt man nun durch “c-unrolling” jede Zelle des p-SUZA durch eine Spalte von
p(n) Zellen, so erhalt man den in Abbildung 5.9 dargestellten systolischen Automaten.
Die Eingabe erfolgt In diesem Automalen genauso wie beim SZA durch serielles Einlesen
der Zeichen in verschiedene Zellen. Im Gegensatz zum p-SUZA kann jedoch in jedem
Schritt mit dem Einlesen eines neuen Eingabewortes begonnen werden, in jedem Takt
werden also n Zeichen aus n verschiedenen Eingabeewértérn eingelesen.

Ein durch eine Zeit-Raum-Transformation erhaltener systolischer Automat unterscheidet
sich von dem urspriinglich vorliegenden zellularen oder iterativen Automaten nur in der
Pipeline-Periode, nicht jedoch in der Menge der erkannten Sprachen. Erhélt man also
aus zwei verschiedenen Automaten durch Zeit-Raum-Transformationen gleiche oder
dquivalente systolische Automaten, so erkennen auch die urspringlichen Automaten die
gleiche Sprachklasse. Diese Eigenschaft wird in Abschnitt 5.6 benutzt, um die Aquiva-
lenz der SUZA mit den im nichsten Abschnitt eingefiinrten unidirektionalen iterativen
Arrays auf anschauliche Weise zu zeigen.
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)

tolischer Automat mit p{(n}-n Zeilen und Pipefine -Pericde O(1) filr

Sprachen aus SUZA({O(p}

Abb. 5.9 Sys
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5.5 Unidirektionale iterative Arrays

In diesem Abschnitt wird ein weiteres Polyautomaten~Modell, das unidirektionale iterative
Array ( "one-way iterative array”, aus [civasg], [1bd87 1), vorgestellt und einige bereits
bekannte Ergebnisse aufgefihrt.

Ein unidirektionales iteratives Array (UIA) besteht aus einer einseitig unendlichen Kette
von identischen endlichen Automaten, die ihren Zustand in jedem Berechnungsschritt in
Abhingigkeit von ihrem eigenen Zustand und dem ihres linken Nachbarn verandern.

Zum Zeitpunkt O befinden sich alle Zellen des UIA in einem speziellen Ruhezustand, den
sie nur verlassen kénnen, wenn im vorhergegangenen Schritt ihr finker Nachbar seinen
Zustand andert. Die Fingabe wird nun seriell in die Zelle am linken Rand des UIA ein-
gegeben, dabei wird im Gegensatz zu den in den zitierten Arbeiten betrachteten UIA das
letzte Zeichen des Eingabewortes zuerst eingegeben, das ganze Eingabewort also vor der
Eingabe umgedreht. Dadurch wird der Vergleich mit den SZA vereinfacht, bei denen ja
auch die hinteren Zeichen zuerst eingelesen werden. Das Ende des Eingabevorganges
wird dem UIA durch die Eingabe eines speziellen Zeichens & angezeigt.

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Automaten hangt es beim UIA von der Linge der
Eingabe ab, welches die akzeptierende Zelle ist. Ein unidirektionales iteratives Array heiBt
G-UIA mit o: IN —> N, wenn bei einer Eingabe der Linge n die ain)-te Zelle von links
iiber Annahme oder Nichtannahme des Eingabewortes entscheidet.

Die Funktion eines o-UIA wird in der folgenden Abbildung noch einmal veranschaulicht.

Abb. 5.10 Unidirektionales iteratives Array mit o{n) Zellen und Eingabe a, a. ... a,

alkzeptierende
Tulte

2,8, ... 8y —H)

ai{n) Zellen

Die kleinste Zeit, in der sinnvolle Sprachen von einem o-UIA erkannt werden konnen,
betragt n+o(n) Schritte. Diese Zeit wird deshalb auch Pseudo-Realzeit genannt. Die
Menge aller von 6-UIA erkannten Sprachen wird mit UIA(0), die Menge aller von o-UIA
in Pseudo-Realzeit erkannten Sprachen mit UlAg (o) bezeichnet.

Das folgende Raum-Zeit-Diagramm zeigt die zu verschiedenen Zeiten aktiven Zellen in
einem auf Pseudo-Realzeit beschrankten o-UIA.
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Abb. 5.1 Raum-Zeit-Diagramm eines o-UIA bei Eingabe von a,a, ... a,

ol{n) Zellen

:" ==\ _nech nicht
n-1— aktivierter!
- :
— Tell des;
UIA |
aktiver
Teil :
11 o des | n+o(n) Takte
UA
nicht
mehr
aktiver Teil
des UIA
akzeptierende
Zelle

In den folgenden Satzen werden einige bekannte Ergebnisse lber UIA autgefihrt, ent-
sprechende Beweise finden sich in den angegebenen Queilen.

7u beachten ist, daB in den in diesem Abschnitt eingetiihrten UIA, im Gegensatz zu
den UIA in [1bJ87 Tund [ Civ88 T, das Eingabewort spiegelverkehrt eingelesen wird. Dies
Andert aber nichts an der Form von Satz 5.8, da sich andererseits die akzeptierende
Jelle des hier betrachteten ZA am anderen Ende der Retina als in [1bJ87 ] befindet.

Satz 5.8 UAR(O(N) = UZA,, = ZAg. [1bde7]

Auch der nichste Satz kann aufgrund der Abgeschlossenheit von g bezliglich Spie-
gelung ohne Anderung ibernommen werden: Es kénnen keine nichtreguldren Sprachen
von UIA mit weniger als O(inn) Zellen erkannt werden.

Satz 59 Es sei 6:N—> N mit o < Olinn). Dann git UIA{O(c)) = 85. [Cives]
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56 Vergleich von SUZA und UIA

Mit Hilfe der Zeit-Raum-Transformation aus Abschnitt 5.4 wird in diesem Abschnitt
bewiesen, daB die von p-UIA mit Pseudo-Realzeit-Beschrankung und die von p-SUZA
erkannten Sprachkiassen gleich sind. Dadurch kénnen die im letzten Abschnitt zitierten
Ergebnisse Uber UIA auf SUZA angewendet werden.

Satz 510 FEs sei o: N—)>N mit o(n) £ n. Dann gilt SUZA(o) = UlAg(o).

Beweis: Die Konstruktion des in Abb. 5.12 a) skizzierten systolischen Automaten aus
cinem SUZA durch eine Zeit—Raum-Transformation wurde bereits in Abschnitt
5.4 beschrieben.

Mit derselben Transformation erhdlt man den Automaten in Abbildung 512 b)
aus dem in Abbildung 5.11 gezeigten Raum-Zeit—Diagramm eines p-UIA. Die
dinn eingezeichneten Zellen stehen dabel flr die nicht aktiven Bereiche des
Raum-Zeit-Diagrammes des UIA, diese Zellen konnen daher auch weggelassen
werden und werden beim Vergleich der beiden Automaten nicht beachtet. Man
erkennt unschwer, daB die beiden in Abbildung 5.12 abgebildeten Automaten
aquivalent sind, indem man die Zeilen des linken Automaten unter Beibehaltung
der Verbindungen so gegeneinander verschiebt, daf sich der rechte Automat ergibt.

O
Abb. 512  a) “c-unrolling” eines p-SUZA b) “c~unrolfing " eines p-UIA
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Aus den Sitzen 5.8, 59 und 5.10 folgen nun unmittelbar die folgenden Ergebnisse :
Satz 511 Es sei p: N—>N mit o< Olinn). Dann gilt SUZA(O(p)) = 8s.

Ein SUZA erkennt also mit Pipeline~Perioden kleiner als Otinn) nur noch die reguldren
Sprachen, eine Hierarchie der Komplexititen Ing,n, ke IN wie bei den &dnderungsbe-
schrinkten ZA existiert damit fir SUZA nicht,

Satz 5.12 SUZA(n) = UlAR(I’\) = UZAZN = ZAR = AZAR(!’))

Fin SUZA erkennt also mit Pipeline-Periode O(n) alle Linearzeitsprachen der UZA. Es
ist auch moglich, den Beweis dafiir auf direkte Weise ohne Betrachtung der UIA zu
fuhren und dann auf UIA zu Ubertragen. Die Betrachtung von SUZA fihrt so in einer
Reihe von Fallen zu recht einfachen Beweisen flir bekannte Ergebnisse iiber Pseudo-
Realzeit-UIA. Zum Beispiel 148t sich die in Satz 5.2 bewiesene Beschrénkung der Aqui-
valenzklassen beziiglich o~ auf UIA Ubertragen und damit eine Hierarchie der Pseudo-
Realzeit-UIA mit verschiedenen Zellenzahlen beweisen.

in Linearzeit erkannt werden kann und umgekehrt. Daher ist SZA(n) nach [ IbJ87 ] ge-
nau die Menge der in Linearzeit von ZA erkannten Sprachen. Darit ist die Frage, ob
SUZA(p) echt in SZA(p) enthalten ist, zuriickgefiihrt auf die noch unbeantwortete Frage
nach der Aguivalenz von Realzeit-ZA und Linearzeit-ZA.

lst L eine in Linearzeil von einem ZA erkennbare Sprache, so erhdlt man Ly aus L
durch Anfligen von 2! #-Zeichen an jedes Wort w ¢ L. L, kann dann bereits von
einem O(Inn)-SZA erkannt werden, der mit einem Zahler die Anzahl der # iberpriift.
Falls L nicht in ZAg ist, so wiirde damit SUZA(Inn) echt in SZAlInn) enthalten sein.

in einem Pseudo-Realzeit-UIA ist mit Ofp) Zellen eine Pipeline-Periode von n moglich,
da man sofort nach Beendigung einer Eingabe ein neues Eingabewort eingeben kann.
In einem p-SUZA wird degegen mit n Zellen eine Pipeline-Periode von Of{p) erreicht.
In einem durch Zeit-Raum-Transformation erhaltenen systolischen Automaten aus Of{n- o)
Zellen erhilt man schlieBlich die Pipeline-Periode 1. Es ergibt sich also eine Abhangig-
keit zwischen der Anzahl der Zellen und der erreichbaren Pipeline-Periode.

In einem gewissen Sinne ist es sogar maglich, mit einer einzigen "Zelle” eine Fipeline-
Periode von Ol(n+p) zu erhalten. Zwar kann ein einzelner endlicher Automat nur regu-
jire Sprachen erkennen, verwendet man jedoch stattdessen eine geeignete sequentielie
Maschine, so kinnen alle Sprachen aus SUZA(p) in n-p Schritten von einer solchen
Maschine erkannt werden. Diese Maglichkeit, die von UIA und damit auch die von SUZA
erkannten Sprachen durch sequentielle Maschinen zu charaklerisieren, wird auch als
"Sweep " -Komplexitit bezeichnet und zum Beispiel in [CIVB8] und in [IbJ87] be-
trachtet.
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