Kapitel 3 : Die HierarcLie der zustandsé?rdwu_ggsbescfré‘nktm Zellularautomaten

Fur k » ergeben sich dann entsprechend erweiterte Verfahren; eine
Darstellung durch ein Raum-Zeit-Diagramm wiirde aber aufgrund der sehr
schnell anwachsenden Wortléngen der Sprachen das Format dieser Arbeit
sprengen.| So hat bereits Qgy(aa) ¢ Lo ,, eine Wortlange von

2%+ 2f+ 2243 = 279,

flr D(g)( a) ¢ LD(S) gﬂt
10(3,(aa)| = 016 o4 02, 3 §5559.

a) Erkennungsverfahren fiir die Sprache Lg ¢

Abb. 3.6 Erkennung von Lq, ., am Beispiel des Eingabewortes Qipylaal) =
SasunanPuannGun$Zanna = v, 7y,
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FunktioTsweise: Zur Erkennung von L.Q( 2y laufen die folgenden Prozesse

nebeneinander ab:

1) Es ‘ird gepriift, ob v, die Form Qg(w),we{a}" und v, die Form
Q#(‘ ), we{$)} hat. Dazu wird der in Beispiel 3.2 b) beschriebene
Algorithmus zur Erkennung von Qu{(V™) verwendet, die zugehérigen

Signale p und ¢ sind in der Zeichnung in dinnen Linien eingezeichnet.
2) Mit Eilfe des a-Signals wird getestet, ob es in v, genau Iv,| $-Zei-
chen‘ gibt. Dazu wird das a-Signal von jedem $ in v, flur einen Takt
angehalten. Wird es im am weitesten links stehenden $ vom End-
signal e eingeholt, so folgt mit 1 v,= Qu($™".
Das Verfahren kann in erweiterter Form auch zur Erkennung der Spra-
che Lg ) verwendet werden, Dazu missen in 1) auBer v, auch v, bis
vy auf die Form Qu({$}") geprift werden. Analog zu 2) wird fur alle
nefl, ./, k=1} tberpriift, ob es in v,.q genau lvul $-Zeichen gibt. Es
werden| dabei O(1) Zustandsanderungen pro Automat benttigt.
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsdnderungsbeschrinkien Zellularautomaten

b) Erkennungsverfahren fiir die Sprache Lp ,:

Abb. 3.7 Erkennung von Lp,,, am Beispiel des Eingabewortes Dp,{aa) =
$unanunu$nenfnGaZanan = v,7v,
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“Signal e aus Belsplel 3.2 a)

Funktionsweise: Die Erkennung von Lo(oy veriduft dhnlich wie in a) in

2wei Abschnitien :

1) Das Teilwort v, wird auf die Form Dy{w),we{a}" gepriift, v, auf die
Form Dylw),we{$}". Dazu wird der in Beispiel 3.2 a) beschriebene
Algorithmus zur Erkennung von Dy (V™) verwendet, die zugehdrigen
Signale e und d sind in dunnen Linien eingezeichnet ( das Endsignal e
in v, wird auch in 2) verwendet und ist deshalb dick eingezeichnet ).

2) Wie in a) wird mit Hilfe eines a-Signals, das bei jedem $-Zeichen
einen Takt lang angehalten wird, uberpriift, ob es in v, genau iv )
$-Zeichen gibt.

Zur Erkennung von Lpy, mussen in 1 v, bis v, auf die Form Dglw),
we{$)" Uberpriift werden. AuBerdem wurd anaiog zu 2) geprift, ob fur
ale n aus {1,..,k=1} genau lvql $-Zeichen in vnsi sind. Dabei wird
wiederum nur eine konstante Anzahl von Zustandsénderungen pro Au-
tomat bendtigt.

Unter Verwendung der Verfahren aus dem letzten Beispiel wird nun gezeigt, daB die
Sprache LRQ(k) von einem O(nj‘-)~#inderungsbeschrénkten und LRD(k, von einem
O ingyyn)-dnderungsbeschrankten UZA in Realzeit erkannt wird. Die Erkennungsverfahren
sind denen fiir die Sprachen Lgg und Lgp aus Lemma 3.7 ahnlich. Insbesondere gilt
LRQ“) = Lrg und LRD“) = Lgrp; fur diesen Fall sind die Verfahren mit denen aus
Lemma 3.7 identisch.
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsdnderungsbeschrinkten Zellularautornaten

Lemma 39 a) Lrgy, ¢ AuzAg(0(n*))
B) Lrpyg, ¢ AUZAR(OUngyn))

Beweis: Der Beweis wird ausfiihriich fiir das Béispiel "'RQ(QJ gefithrt. Ein Vertahren
flir LRQ(n)’ n > 2 sowie fiir LRD(n) ergibt sich, indem man den verwendeten

Teilalgorithmus fir LQ(2) aus Beispiel 3.3 a) ersetzt durch den fiir LQ(n) bzw.
LD(n)'
Abb. 3.8 Erkennung der Sprache LRQ( 2 mit 0( n;‘% ) Zustandsénderungen am Beispiel
der Eingabe wg = vXXwYYQ2)($ 2)Z2% %8t = vXxXwYYv, Zv,ZZ $ %a*
mit v = #uangnugasansnbun
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsdnderungsbeschrinkten Zelluiarautomaten

Funktionsweise: Der Algorithmus lauft wie die Verfahren flir Lgg und Lrp
aus Lemma 3.6 in zwei Phasen ab.

in der ersten Phase laufen die folgenden Prozesse gleichzeitig nebeneinander

ab: '

1) Das Teilwort v,Zv, wird durch das in Beispiel 3.3 a) beschriebene Ver-
fahren auf die Form Q) ($") tiberpriift.

2) Das Teilwort v,Zv,ZZ$" = Q(2)($k)ZZ$” wird auf die Bedingung k=n
getestet. Dies geschient wieder durch ein a-Signal, da durch jedes in
v, angetroffene $ einen Takt angehalten wird.

3) Mit Hilfe der Signale m, und e, werden die Teilwdrter w und v, auf glei-
che Lange getestet.

4) Mit derselben Technik wie in 2) wird gepriift, ob im Teilwort w genau n
Zeichen aus {a,b} sind. Das a-Signal wird dabei an jedem Zeichen aus
{a,b} um einen Zeittakt verzogert, die angetroffenen a's und b's werden
markiert.

In der zweiten Phase wird die Bedingung w=vR liberpriift. Dazu wird von
jedem markierten a und b im Tellwort w ein a,~ bzw. b,~Signal mit Ge~
schwindigkeit ¥ nach links geschicki. Die a,~ und b,-Signale werden durch
das Eintreffen des t-Signals gestartet. Trifft das t-Signal auf das Teilwort
XX, so wird auBerdem ein Signal m, gestartet, das mit Geschwindigkeit %
nach links lauft. Wenn jedes a,~ bzw. b,~Signal das Signal m, wieder in einer
Zelle einholt, die ein a bzw. b enthilt, so folgt w =R,

Mit den Signalen m und e wird auBerdem gepriift, ob am Ende der Eingabe
die richtige Anzahl von #-Zeichen steht.

Die Anzahl der bendtigten Zustandsanderungen ist im wesentlichen bestimmt
durch die Anzahl der a,~ und b,~Signale . Firr die Erkennung eines Eingabe-
wortes wg = VXXwWYYQ(($")ZZ $” #' aus LRayy,, Werden daher in keiner
Zelle mehr als "

0(v) = Ofiwgll3)
Zustandsianderungen bendtigt. Im Falle eines Wortes wpy aus Lgp (k) ergeben
sich maximal O (In ¢y, lwpl) Zustandsénderungen.

&
nlz

Lemma 3.10 a) Es sei k¢ N und €,5 ¢ R mit € > 0. Dann gibt es keinen s E)—max—

dnderungsbeschrinkten ZA, der LRQ(k) erkennt.

b) Es sei k ¢« N und s ¢ R. Dann gibt es keinen s In (;..1) n —~max-&nderungs-
beschriinkten ZA, der Lgp,, erkemnt.
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsdnderungsbeschrinkten Zellularautomaten

Beweis: Der Beweis lduft analog zum Beweis des Lemmas 3.8 ab. Deshalb werden hier
nur die entsprechenden Abschitzungen fur die Anzahl der verschiedenen Ver-
haltensfolgeausschnitte durchgeflhrt.

o (E-e) ) , , (% -¢)
a) Ein sn'?2 ~ max - anderungsbeschrankter ZA ist nach Lemma 3.1 snn'2 =

zeitbeschrinkt. Die Maximalzahl der Verhaltensfolgeausschnitte { % (v,v+1))
s I Tp—
ist nach Lemma 3.4 b} mit p= sn(2“ ) und T= snn(f" L) beschrinkt durch

i T

(snn(ire))zsn(?k ZF(S“@”S)”)

L-g
2 2 (z%€) o
¢ (snz)zsn (iAIE) i fir n mit sn‘[i"‘ €) 21

Esn(}jﬁ—e)
< (rs) fur nzmax{lAl,s}
(=€)
n105n 2
AL
(s@F)
< (g) 8 flir geniigend groBe n.

k
Zu jedem Wort v der Linge v2 mit v Zeichen aus {a,b} gibt es genau ein

Wort v XXvRYYQu$Y)ZZ$ " mit Linge n in Lraey ES gibt genau

k
\J2 2\)
AY)

solche Worter v, dies ist folglich auch die Anzahl der Woérter der Lange n
k
in LRO (1 Fur groBe n giit nach der Definition von Lrg ., N < 8v2" und
X,

damit (%}"k < v. Daraus folgt:

alt6F) | (o

2k ‘_k
< (“\, ) < (\’v }2“ nach Lemma 3.5.

K. -
Also kann LRQ( W Yon keinem sn(z" t3)—max-éinderungsbn%schnéimten ZA er-
kannt werden.
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsidnderungsbeschrinkten Zellularautomaten

b) Die Zahl der Verhaltensfolgeausschnitte (¢, (v, v+1) ) in einem sin(,.qyn-
max-anderungsbeschrankten ZA ist nach Lemma 3.1 und Lemma 3.4 b) be-

schrankt durch

Zsln n 2{sinepyn+1)
(snln(,<+1Jn) (k+1) Al (k+1)

Zsin n 2sin n ,
(snz) Cat (!AIE) (et fir n mit singpn > 1

2singann
(ns) ST esn) fiir n = max{lAl,s}

pos n105‘ﬂ(k+1)n

NN

(n)‘%ln(k)(%n)
ln(k)n

g dann gegen null geht.

fiir groBe n, da
Zu jedem Wort v der Linge 2, mit v Zeichen aus {a,b} gibt es genau ein
Wort v)()(\/F'‘1’YDk(E~B")ZZ33"&#t mit Lénge n in Lgp,,,- Es gibt genau

2I)k) Y
()2

solche Worter v, dies ist folglich auch die Anzahl der Warter der Lange n
in LRD(k)- Fur groBe n gilt nach der Definition von Lgp,, n < 8'2\{‘(, und
und damit ln(k)('—g) < v. Daraus folgt

A

(@ < (hof

2&)}
(2

Also kann Lgp,,, von keinem sing, .4 n-max~énderungsbeschrinkten ZA
erkannt werden.

I,
( \(’k)) <o nach Lemma 3.5.

Aus Lemma 3.10 folgt insbesondere, daB fir ke N LRQ(k) von keinem Of(inn)- und
Lrp (k) Yon keinem O(1)-dnderungsbeschrankten ZA erkannt werden kann. Damit ergibt
sich unmittelbar aus Lemma 3.8 und 3.10 die folgende Verfeinerung der Hierarchie
von Satz 3.1.

Satz 3.2 Filr Z « { AZA,AZAg. AUZA, AUZAR} gilt
z{o(n) 2 z{o(nH)) 3 Z{0nh) 3 Z{O(n¥)) 5 ...
3 Z{0(nn)) 2 Z{Olin5,n)) 2 Z(Olinggyn)) 2 ... 3 Z{O(N).
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsénderungsbeschrinkten Zelluiarautomaten

3.4 Zustandsinderungsbeschrinkte ZA und die Relation von Nerode

Ein wichtiges Kriterium fir reguldre Sprachen liefert die in der néchsten Definition ein-
gefuhrte Relation ~, die sogenannte Aguivalenzrelation von Nerode : Eine Sprache L cvt
ist genau dann von einem endlichen Automaten erkennbar, wenn es in V* nur endlich
viele Aquivalenzklassen beziglich ~(modL) gibt.

Betrachtet man eine etwas modifizierte Relation ~,, so erhdlt man ein notwendiges
Kriterium fir die Realzeiterkennbarkeit von Sprachen durch lterative Arrays [Co69]
und Iterative Biume [CuY84]. In diesem Abschnitt wird nun untersucht, ob es ver-
gleichbare Kriterien fir #nderungsbeschrinkte Zeliularautomaten gibt.

Definition 3.3 Es sei L € V¥ x,y ¢ V¥ ke N. Dann werden die Relationen ~y(modL)
und ~(modL) auf V* definiert durch

a) x ~y (mod L) : (= VweW(xweL(?—'—"} YW e L)
B) x~y(mod L) :<=> YweV*(xwel (=) ywel ).

Bei der Betrachtung von n-dimensionalen iterativen Arrays erhdlt man fir eine Real-
zeitsprache L eine obere Schranke fUr die Anzahi der Aguivalenzklassen bezlglich

~cmod L)

Aq (V¥ ~ (modL) ) 1A1{(2krD™) [Cot9]

Fir eine Realzeitsprache L eines n-#ren iterativen Baumes gilt entsprechend :
Aq (V¥ ~ (modL) ) < (1412) ™ [CuY84]

Dabei ist A die Zustandsmenge des iterativen Automaten

Fine solche Einschriankung der Realzeitsprachen ist fir Zellularautomaten im allgemeinen
nicht maglich, denn schon unidirektionale ZA erkennen im Gegensatz zu iterativen Au-
tomaten alle linearen Sprachen in Realzeit. Die lnearen Sprachen lassen sich aber
beziiglich der Anzahl der Aquivalenzklassen von ~i nur durch das absolute Maximum
der méglichen Aquivalenzklassen begrenzen : Die Anzahl der Aquivalenzklassen ist fir alle

Sprachen iiber einem Alphabet V beschrankt durch die Anzahl der Teilmengen von vk
» ; PN VA
yLe V*(Aq(v*,'vk(modL)) < 2lVH )

Im Fall der zustandsinderungsbeschrinkten unidirektionalen ZA erhait man jedoch ver-
gleichbare Kriterien fiir eine der Aquivalenzrelation von Nerode sehr ahnliche Relation.
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsénderungsbeschrénkten Zollularautomaten

Definition 3.4 Es seien L € V% x, y ¢ V¥; ke N. Dann wird die Relation y~ (med L) auf
V¥ definiert durch
X~ y (mod L) (=) Vwe_\:’u(wxe L (=) wye L).

Bei .~ handeit es sich aiso lediglich um die .umgedrehte” Relation ~. Betrachtet man
Zellularautomaten mit der akzeptierenden Zelle am rechten Rand der Retina, so gelten
die folgenden Betrachtungen entsprechend flr die urspringliche Relation ~y.

Satz 3.3 Es sei LEV* und p,t: N—D>N mit p(n) <t(n) fiir alle neN. Wird L von
einem p-max- zustandsinderungsbeschrinkten UZA A =(A,1,N,F) in der
Zeit t(n) erkannt, so gilt fir alle k,ne¢N

AQ(\_/ﬁ-,, ~(modL)) < IAIp(n+k)+1(t(n+k)_k)P(n*-k).

Beweis: Bei einer durch ein beliebiges Eingabewort wx mit we VK und x¢ V" bestimm-
ten Verhaltensfolge <c%>> in einem UZA ist der Verhaltensfolgeausschnitt
{* (Iwl+1) ) allein durch das Teilwort x bestimmt. Daraus folgt inshesondere

(c‘g’x(lwiﬂ)}l = (cgﬁ))l (%)
Tln+k)~k T{n+k) -k

Abb. 3.9 Skizze einer Verhaltensfolge {c¥¥*X) eines UZA

Tin+k)

\‘\(c‘{,"(ﬂwlﬂ)}l
Tin+k)—k

N

in einem p(n)-anderungsbeschriankten UZA gibt es nach Lemma 3.4 weniger als

lAlp(n+k)+1(t(n+k)“k)p(n+k)

verschiedene solche Verhaltensfolgeausschnitte. Sind die zu x, y ¢ Vo gehorenden
Verhaltensfolgeausschnitte gleich, gilt also

CeX ()] = (et (n)|

Tln+k) -k Tin+k)~k ’
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsinderungsbeschriinkten Zellularautomaten

dann folgt mit () fiir alle ve VK

¥x - vy
(¥ (MH))!T( {64 (lvl+1)>’“

n+k) -k n+k) =k

Wird anschlieBend Lemma 3.3 mit w = vx und W = vy angewendet, so erhélt
man

Ceg ()| = {cg (1]

Tin+k) T{n+k}

und somit { nach Definition von |~ ) x .~ y (modil]).

&

Die Anzahl der Aguivalenzklassen Aq(vﬁ, K (modL)) einer AUZA-Sprache L ist also
nach diesem Ergebnis durch die Anzahl der verschiedenen Verhaltensfolgeausschnitte
{eX (1) fur x ¢ V7 begrenzt. Eine ahnliche Einschrankung ist fiir bidirektionale ZA
nur bei Sprachen einer speziellen Struktur beziiglich einer gegeniiber |~ modifizierten
Relation & moglich. Der Beweis dieses Kriteriums findet sich in Abschnitt 3.6.

Die mit Satz 3.3 erreichbaren Schranken sind wesentlich kleiner als die bekannten
Schranken fir die Anzahl der Aquivalenzklassen von Realzeitsprachen der iterativen
Arrays oder Baume beziiglich der Relation ~. Es gilt namlich fiir alle L € v*

Aq (Vﬁ kfv(modL)) < min(IVﬁl,QIW‘ )

dabei ist hdufig lVﬁl die entscheidende GroBe. Durch die Einbeziehung der GrdBe n un-
terscheidet sich die Schranke aus Satz 3.3 auch qualitativ von denen fiir iterative Au-
tomaten; Abschitzungen der Anzahl der Aquivalenzklassen einer Sprache fiir iterative
Automaten kénnen daher in der Regel nicht auf Satz 3.3 Ubertragen werden.

34



Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsénderungsbeschrinkten Zellularautomaten
3.5 Die AbschluBeigenschaften beziiglich Spiegelbild

In diesem Abschnitt werden zunichst die AbschiuBeigenschaften der Sprachkiassen der
anderungsbeschrinkten ZA bezlglich Spiegelung untersucht. Anhand der Ergebnisse
werden die unterschiedlichen Moglichkeiten von unidirektionalen und bidirektionalen ZA
deutlich gemacht. Eine Folge dieser Unterschiede ist, daB sich die von bidirektionalen
ZA einer bestimmten Anderungskomplexitidt erkannten Sprachen wesentlich schwieriger
eingrenzen lassen als im unidirektionalen Fall. Insbesondere ist eine Beschrénkung der
Anzahl der Aguivalenzkiassen bezliglich |~ oder ~ analog zu Satz 3.3 grundséatziich
nicht maoglich.

Schreibweise: Im folgenden sei &:={ nong,nd . lnn, Ingeyn, Inggyn, ..., 15 die Menge
der aus 3.2 und 3.3 bekannten Zustandsiénderungskomplexitaten..

Satz 3.4 Die Sprachklassen AUZA(O(g)) und AUZAR(O(Q;)) mit ge®, g < n sind
nicht abgeschiossen beziiglich Spiegelung.
Beweis: Es sei Lg = (US| uc {0, A Ul k A Uy g™ 10
a) Zundchst wird gezeigt : Lg e AUZAR(O(1))

Lg ist durch den folgenden einfachen Algorithmus mit nicht mehr als drei
Zustandsénderungen pro Zelte von einem UZA erkennbar.

Abb. 3.10 Erkennung von Lg in einem UZA

1{8!111[0[1]5}“1&[»@]

Endsignal e mit v = 1

\\
Signal p mit v = %

Funktionsweise: Es sei w ein Wort der Form u$#* mit u ¢ {0,1}. Falls das
Wort aus Lg ist, muB u, , , .4, also das k-te Zeichen von rechts aus dem

Teilwort u, eine 1 sein.

Wird am Anfang ein Signal p mit Geschwindigkeit ¥ vom $-Zeichen aus ge-
startet, so wird dieses genau in u,,_,,4 Yom schnelleren Endsignal e ein-
geholt und das Zeichen kann auf O oder 1 getestet werden. Die Uberpriifung
der Eingabe auf die Form u$#¥ ue{0,1}" ist ein reguldres Problem und
kann daher vom Signal e auf seinem Weg nach links gleich noch miteriedigt
werden.
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsdnderungsbeschrinkten Zellularautomaten

b) Noch zu zeigen: (Lg)™¢ AUZA(O(n'~#))

Der Beweis erfolgt mit Hilfe von Satz 3.3:

Eine Abschitzung der Zahl der Aquivalenzklassen beziiglich o~ fir die Sprache

(LB)Rz {akgulue{0,10" Alul2k A u=1} erhélt man durch die folgende

Uberlegung :

Sind u und i verschiedene Worter der Lénge k aus {0,1¥, dann gibt es ein

W <k mit Uy % Oy. Gilt ohne Einschrankung uy =1 A Uy =0, so folgt
#X Sy e (LB)R A B S0 ¢ (LB)R-

Damit sind nach Definition 3.3 $u und $T nicht in der gleichen Aquivalenz-
klasse beziiglich k_’v(mod(LB)R). Da es insgesamt 2% verschiedene Worter
der Linge k aus {0,1)" gibt, folgt

AQ(VkH, k’\'(mod (LB)R)) 2 2k.

Eine Sprache L aus AUZA(O(n'"%)) ist nach Lemma 3.1 O(n<"€)- zeitbe-
schrankt. Es folgt aus Satz 3.3 mit einem s ¢ R und mit m=k+1¢ N

v 5 1€ - s)I-E
Aq(vm’ N(modL)) % iMa(mH«) H(s(m*—k‘)z""-k)s(m*"k)

o 1"8 3 L S . 4 1«8
= {A‘“(zkﬂ) 1L1(s(2k+1)“ E—k) tek+n denn es gilt m+k =2k+1

sk1‘€
flir k mit k > max {IAl, s} und k%= 2k+1

~

o5

18sk' "5 Idk : "
= 2 < 2% fur groBe k, da dann k €. 1k gegen null geht.

Also kann (LB)R von keinem O(n'"&)-max-inderungsbeschrinkten UZA

erkannt werden.

&

AUZAR(O(n)) ist identisch mit der Familie der von unidirektionalen ZA mit Realzeitbe-
schrankung erkannten Sprachen und damit abgeschiossen beziiglich Spiegelung. Ein Beweis
befindet sich beispielsweise in [chCc85]. Es ist ein bekanntes offenes Problem in der
Theorie der Zellularautomaten, ob AZAg(O(n)) und damit die Familie der in Realzeit
von ZA erkannten Sprachen beziiglich Spiegelung abgeschlossen ist. Aber auch fur die
Klasse AUZA(O(n)) ist kein diesbeziigliches Ergebnis bekannt.

Satz 3.5 Dle Sprachfamilien AZA(O(g)) sind fir alle g ¢ $ abgeschlossen beziiglich
Splegelung.
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Kapitel 3 : Die Hierarchie der zustandsénderungsbeschrinkten Zellularautomaten

Beweis: Ein Algorithmus zur Erkennung einer Sprache L kann durch einfaches Spiegeln
in ein Verfahren fur (LR transformiert werden. Das dann am rechten Rand der
Retina erhaltene Ergebnis kann durch ein Signal t zur akzeptierenden Zelle am
linken Rand der Retina transportiert werden.

Die GroBenordnung der Zustandsinderungszahl wird dadurch nicht verandert.
Fur den Fall L = Lg erhdlt man beispielsweise das folgende Verfahren flr (LB)R:

Abb. 3.11 Erkennung von {Lg )P mit O(1) Zustandsénderungen pro Zelle

L LILTELI LR

Signal p mit Geschwindigkelt &

e Signal @ mit Geschwindigkelt 1

\
N
N
Signal t zum Transport des Ergebnisses
zur akzeptierenden Zelle

&

Nach den Betrachtungen im Beweis von Satz 3.4 1&At sich die Anzahl der Aquivalenz-
klassen in X" beziiglich ~ (mod {L B)R) nicht sinnvoll gegeniiber dem absoluten Maxi-
mum min( |11, 2’%'): [XT| beschrinken, so daB zur Erkennung von (Lg)®
UZA O(n) Zustandsdnderungen pro Zelle benétigt werden.

in einem

Andererseits kann (LB)R mit dem oben skizzierten Verfahren von bidirektionalen ZA
mit O(1) Zustandsinderungen erkannt werden. Damit ist kiar, daB es fiir die Sprachen
der auf Realzeit beschriankten bidirektionalen ZA kein Kriterium analog zu Satz 3.3
geben kann.

Beispiel 3.4 Lgg:= fugeMe Sy [uv e {0,137 A lulzn A W2k A Upgi—pst™ Y™ 12
ist von einem O(1)-anderungsbeschriankten ZA erkennbar. Aufgrund der
groBen Anzahi von Aquivalenzklassen bezuglich ~ ist Lgg von keinem
UZA mit weniger als O(n) Zustandsénderungen pro Zelle erkennbar. Da
Lgg = (LBB)R gilt, wird auch das Spiegelbild nicht mit weniger Zustands-
anderungen von UZA erkannt. Es bringt also in diesem Fall nichts, den UZA
zu spiegeln und die akzeptierende Zelie armn rechten Rand anzunehmen. Zur
Erkennung von Lgg mit O(1) Zustandsénderungen wird echte bidirektio-

nale Kommunikation bendtigt.
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Funktionsweise: Liegt ein wohlgeformtes Eingabewort uds “Mu"$v vor, so
werden die Bedingungen u, _,1% 1 und v, = 1 analog zum Vertahren fur
Lg mit Hilfe der Signale e, und p, bzw. e, und p, uberpriift. Die Signale
p, und p, werden im Gegensatz zum Ver fahren fur Lg zuerst mit der Ge-
schwindigkeit 1 gestartet, um die eingeschobenen Teilworter zu lberbrik-
ken. Beim Erreichen des Teilwortes u bzw. v werden sie dann auf die
(aeqchwundxgken abgebremst, so das sie im zu priifenden Zeichen vom

- bzw. e,~Signal eingeholt werden. Das Signal t transportiert das am
rechten Rand erhaltene Teilergebnis nach links und Uberprift die Eingabe
auf Wohigeformtheit.

Abb. 3.12 Erkennung von Lgg in einem ZA mit O(1) Zustandsédnderungen
mu1_119gswmnmsguapgaiai

“‘r.ﬁ

o Signal p, mit v = 1 und v =

e Signal @, mit v = 1

Signal p, mit v = 1 und v = i

N,

. \ Signal e, mit v = 1
N

“Signal t mit v = 1

Satz 3.6 Es sei ge$,g+n. Dann geiten
a) AuzA(otlg) ¢ AzA(O(g)).
b 1+g =) AUZA(O(g) § AZA(O(1)) A AUZAg(O(g) § AZA(O(D)

Beweis: Die Sprache (LB)R ist nach Satz 3.5 in AZA{O(1)) und damit auch in AZA{O(g)),
aber nach Satz 3.4 nicht in AUZA(O(Q)). Andererseits ist aber nach Lemma
3.10 keine der Sprachen Lpp,  , und Lrg,, i AZA(O()). o

Es gibt also nach Satz 3.6 Sprachen, bei denen die Verwendung eines bidirektionalen
ZA zu einer wesentlichen Verringerung der Anzahl der bendtigten Zustandsqnderungen
gegeniiber der Erkennung in einem UZA flhrt. Ein Beisplel daflir ist die Sprache (LB) y
die in einem ZA mit erheblich weniger .Aufwand"” erkannt werden kann als in einem
UZA. In vielen anderen Fillen aber, beispielsweise bei den Sprachen Lgro und Lgp .y
kann mit einem bidirektionalen ZA lberhaupt keine Verdnderung der Zustandsénderungs-
komplexitat gegeniiber dem unidirektionalen Fall erreicht werden.
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3.6 FEin Kriterium fiir bidirektionale Realzeit-Zellularautomaten

Bisher wurde die Frage offengelassen, ob die Klassen AZAg(O( g)) der auf Realzeit be-
schrankten ZA abgeschlossen beziiglich Spiegelung sind. Das im Beweis von Satz 3.5
beschriebene Verfahren zur Erkennung des Spiegelbildes einer Sprache bendtigt mehr
als Realzeit und ist daher nicht anwendbar.

Betrachtet man beispielsweise die Sprache Lg, so wird man bald zu der Vermutung
kommen, daB das Spiegelbild (LB)R von keinem O(1)-anderungsbeschrankten ZA in
Realzeit erkannt werden kann und daB insgesamt die Klassen AZAR(O(g)) g ¢ 8 fur
g(n) < n nicht abgeschiossen beziiglich Spiegelung sind. Tats&chlich kann man auch be-
weisen, daB zur Erkennung von { LB)R in Realzeit O(n) Zustandsanderungen bendtigt wer-
den.

Um die Nichtabgeschlossenheit der Klassen AZAR(O(Q)) beziiglich Spiegelung zu bewei-
sen, wird hier jedoch ein anderer Weg gegangen. Beschrénkt man sich auf Sprachen
einer speziellen Struktur, so ist es mdglich, ein Kriterium &hnlich zu Satz 3.3 flr bi-
direktionale Realzeit-ZA zu bekommen, allerdings mit einer etwas anderen Relation \»,
die in Definition 3.5 eingeflinrt wird.

Fine direkte Ubertragung von Satz 3.3 auf bidirektionale ZA scheitert daran, daB der
im Beweis des Satzes betrachtete Verhaltensfolgeausschnitt (¥ (lwi+1)) in einem
7 A mit bidirektionalem DatenfluB nicht nur vom Teilwort X, sondern auch von w abhéngt.
Fiigt man aber zwischen w und x ein zusélzliches Teilwort t = &> aus Sonderzeichen
& ein, 50 hingt der Verhaltensfolgeausschnitt (VX (Jwl+IxI+1) > in einem Realzeit-ZA
nur von x ab.

Abb. 3.13 Verhaltensfolgen in einem bidirektionalen Realzeit-ZA

Ldwil Il . bl Il \ Ixl

vl Il

Iwit+2 bl ., '
\\
N, A
X WX (il +ixd+1) D
i <c° “w'H)) hiingt nur von x urd
héingt von x dem durch x be—
und w ab

Il + 15l stimmten Wort t ab

Vo

Ausgehend von dieser ldee kann man ein zu Satz 3.3 analoges Kriterium tlr Sprachen
erhalten, die durch Einfiigen einer geeigneten Zahl von &-Zeichen aus einer anderen
Sprache erzeugt werden. Mit Hilfe dieses Ergebnisses wird dann am Beispiel einer Sprache
Lgg, die aus Lg durch Einfuigen von &-Zeichen entsteht, die Nichtabgeschlossenheit der
Kiassen AZAR(O(g)), g ¢ & und gln) cn gezeigt.
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Definition 3.5 Es seien LE (VU{&})*; x,er*,ke N. Dann wird die Relation & (mod L)
auf V* definlert durch
X & y(medL) (=) VYwe W(wi&f”'x el (=) walye L).

Die Betrachtung einer solchen Relation ist natiirlich nur sinnvoll fir Sprachen, die Worter
der Form v& w mit Iwl = n enthalten bzw. nur aus solchen Wortern bestehen. Fur alle
anderen Sprachen erhdlt man mit dem folgenden Satz keine brauchbaren Ergebnisse.

Satz 3.7 Es sel LECV*und p(n)<n fur alle neN. Wird L von einem p~ dnderungs-—
beschrinkten ZA % =(A,1,N,F) in Realzeit erkannt, so gilt fir alle k,neN

Aq(vrl k'“ {mod L)) < ‘A'P(2n+k)+1 n9(2n+k)
Beweis: Bei einer durch ein beliebiges Eingabewort wix mit we VE x e VM und t = g !
bestimmten Verhaltensfolge {cW™ > in einem ZA ist der Verhaltensfolge-

ausschnitt < Y™ (iwl+n+1))> allein durch die Lénge des Teilwortes x bestimmt
und damit unabhingig von w. Daraus folgt insbesondere '

(c‘g”‘(!anH))‘ = {cg‘(nﬂ))! (%),

n n

in einem o (n) -dnderungsbeschrinkten ZA gibt es nach Lemma 3.4 a) weniger als
!A‘p(2n+k)+1 np(2n+k)

verschiedene solche Verhaltensfolgeausschnitte. Gilt fir x,ye V© mit t = &"

(cg‘(lxiﬂ))l = <c‘g’(!yl+1)>‘ ,
n ]

dann folgt mit (%) fir alle ve V¥

<cg.}><(tw+n+ﬂ>!n = (Y (vlan+) ) i
und damit
(cz}x(ﬂ)’ = <<:"0ty(1)>g
2n+k 2n+k

Daraus folgt aufgrund der Realzeitbeschrankung des ZA: x & y (modl).

Im Gegensatz zu Satz 3.3 wird im obigen Satz 3.7 die Anzahl der Aquivalenzklassen
in V” und nicht in V" betrachtet. Dies liegt daran, daB im Beweis von Satz 3.7 die
Teilwdrter x und y die gleiche Lange n haben missen, damit die zugehorigen Teilworter
t = & identisch sind. Fur die Abschitzung der Aquivalenzklassen macht dies aber in
der Regel keinen Unterschied, da auch bei Anwendung von Satz 3.3 der Einfachheit
halber meistens nur die Worter der Liange n betrachtet werden, so zum Beispiel beim
Beweis von Satz 3.4.

Die Anwendung von Satz 3.7 wird in den meisten Fallen folgendermaBen aussehen : Hat
man mit Hilfe des Kriteriums fir UZA in Satz 3.3 bewiesen, daB zur Erkennung einer
Sprache L mindestens O(g) Zustandsdnderungen bendtigt werden, so kann man durch
Einfligen von &-Zeichen an geeigneten Stellen eine neue Sprache Lg konstruieren. Mit
Satz 3.7 kann man dann zeigen, daB fiir Lg, in einem Realzeit-ZA ebenfalls O(g) Zu-
standsénderungen ben&tigt werden.
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Beispiel 3.5 Im Bewels von Satz 3.4 wurde gezeigt, daB die Sprache (LB)R von kei-
nem O{n'7&)-max-inderungsbeschrinkten UZA erkannt werden kann. Zur
Abschitzung der Aquivalenzklassen beziiglich |~ wurden dabei die Worter
der Sprache, die nach Definition die Form #™ $u mit u ¢ {0,1} haben, zwi-
schen den Teilwsrtern # und $ aufgetrennt.

Fiigt man an dieser Stelle eine { im Sinne von Satz 3.7 ) geeignete Anzahi

yon &-Zeichen ein, so erhéit man die Sprachen
Lo = (u$&™%| ue {017 A W2k A n=lul+1 A Uy, y=1}
und
(Lgg)¥ = €807 $u] ue {0, 1" A lulzk A n=lul+1 A u, =1},
Die Erkennung von Lgg in einem Realzeit~ZA ist nicht aufwendiger als die
von L und funktioniert nach folgender Skizze:
Abb. 3.14 Erkennung von Lgg am Beispiel der Eingabe 101101$&8&&&&&suus
1]0[414(8]1]5)8|&1&|&I&|&|& stjte % 08)

“\

Signa] e mit v = 1

N
Signal pmit v = 1und v = %

Funktionsweise: Der Algorithmus verldauft weitgehend identisch zu dem von
Lg, das Signal p wird jedoch mit Geschwindigkeit 1 gestartet und erst nach
dem Passieren der eingefiigten &-Zeichen auf die Geschwindigkeit ¥ abge-
bremst.

Im folgenden wird Satz 3.7 auf die Sprache (LB&)R angewendet. Der Bewels
verlduft dhnlich wie der Beweis flir (LB)R mit Hilfe von Satz 3.3.

Sind u und O verschiedene Warter der Linge k aus {0,1Y, dann gibt es
ein x <k mit uy ¥ Oy. Gilt ohne Einschrinkung uy, =0, so folgt

RIS ¢ (Laa )R A #8580 ¢ (Lge )

Damit sind nach Definition 3.5 $u und $0 nicht in der gleichen Aquivalenz-
klasse beziiglich k&'(mod (LB&)R). Da es insgesamt 2% verschiedene Warter
der Linge k aus {0,1}" gibt, folgt

Aq (Wﬁ k%(mod(LB&)R) » gk
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Ist eine Sprache L. von einem sn'~€ -snderungsbeschrinkten ZA mit s ¢ R in
Realzeit erkennbar, so folgt nach Satz 3.7 mit m=k+1e N und n=2m+k

A 2 1-€ o 4 1~€
Ka(V™, & (mod L)) ¢ IS EMHKITEH s (2mek)

1-€ - ‘
|A|S(3k+2TE 4T s (3k+2)17E wegen 3k+2 = 2m+k

1-€
4sk 1=€ -
(1a1%) m*sk fir k mit 4sk'"® 21

Fal

adsk!E y . 2
(k%) fir k mit k 2 max{lAl,s} und k“>m

1—.54 7
sk “ldk ¢ ok fiir groe k, da dann k~€-idk gegen null geht.

2
Also ist (LB&)R von keinem O (n'~€)-max~inderungsbeschrinkten bidirek -
tionalen Zellularautomaten in Realzeit erkennbar,

Aus Beispiel 3.5 folgen unmittelbar :

Satz 3.8 Die Sprachfamilien AZAg(O(g)) sind fir alle g ¢ §, g ¥ n nicht abgeschlos-
sen beziiglich Spiegelung.

Beweis: Lgg ist nach Beispiel 3.5 in AZAg{O(1)), das Spiegelbild (LB&)R ist jedoch in
keiner der Klassen AZAg(O(g)) mit g # n.
o

Satz 3.9 Es sei g¢ K, g#n. Dann gelten
a) AZAg(0(g)) c AZA{O(g)).
b) 1+g =) AzAg(O(g)) § AzA(O(D)).

Beweis: Die Sprache (LB&)R ist nach Beispiel 3.5 und Satz 3.5 in AZA{O(1)) und damit
in AZA(O(g)), aber nach Beispiel 3.5 nicht in AZAz(O(g)). Andererseits ist nach

Lemma 3.10 keine der Sprachen Lgp,,, und Lrg,, I AZA(O(D).
O

Satz 3.7 wird noch im nichsten Kapitel benutzt, um die Hierarchie der ZA mit O(1)-
Zustandsinderungsbeschrinkung zu verfeinern. Es ist auch maglich, den Beweis von
Satz 3.8 ohne Verwendung des Kriteriums in Satz 3.7 direkt anhand von (LB)R zu flh~
ren. Der Beweis ist dann aber aufwendiger und abhéngig von den speziellen Eigenschaf-
ten der Sprache.

Ein Beweis mit Hilfe von Satz 3.7 erfolgt dagegen immer nach dem gleichen Schema,
es muB fiir die betrachtete Sprache jeweils nur die Anzahl der Aquivalenzkiassen be-
zuglich & abgeschatzt werden.
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