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1. Einleitung

Um die Méglichkeiten von Zellularautomaten als Modell der Parallelverarbeitung besser
zu verstehen, wurden bisher unter anderern die bendtigte Zeit, die Zustandsmenge, der
Platzbedarf und die Anzahl und Art der Verbindungen ais MafB fir die Komplexitdt eines
Problems untersucht.

Betrachtet man die Erkennung formaler Sprachen in Zellularautomaten, so kann mit
diesen GroBen nur eine relativ grobe Einteilung der paraliel zu bearbeitenden Probleme
erreicht werden. Da die Menge der von Zellularautomaten in Realzeit erkannten Spra-
chen recht grofi ist, andererseits aber eine Erkennung sinnvoller Sprachen in kirzerer
Zelt nicht méglich ist, werden weitere KomplexitidtsmaBe zur besseren Strukturierung
der von Zellularautomaten erkannten Sprachen bendtigt.

Eine Moglichkeit zur Untersuchung des zur Erkennung formaler Sprachen ndtigen In-
formationsaustausches zwischen einzelnen Blocken des Zellularautomaten lefert die in
[Vo81] eingefiihrte sogenannte Zustandsdnderungskomplexitat. Diese bezeichnet die in
Zellularautomaten zur Erkennung formaler Sprachen berdtigte Anzahl von Justandsan-
derungen der Einzelzellen. Dazu wird zwischen der Gesamisumme der in einem Zellu-
larautomaten stattfindenden Zustandsdnderungen und der Maximalzahl der in jeder ein-
zelnen Zelle erfolgenden Zustandsénderungen unterschiedern, die als sum-Zustandsande-
rungszahl bzw. als max-Zustandsinderungszahl bezeichnet werden. Die sum-Zustands-
anderungszahl steht dabei flr die insgesamt in einemn Zellularautomaten stattfindende
informationsiibertragung, die max-Zustandsénderungszahl dagegen kann Hinweise auf
Engpésse des Informationsfiusses im Gesamtautomaten liefern. Diese Begriffe werden nun
am Beispiel der Sprache {a"b"c¢™ inelN} erlautert.

Ein einfaches Erkennungsverfahren fiir diese Sprache ist in Abbildung 1.1 als Raum-~Zeit -
Diagramm dargestellt. Es werden dabei vom ersten Zeichen des a-Teliwortes und vom
letzten Zeichen des b-Teilwortes und vom ersten Zeichen des b-Teilwortes und vorn

letzten Zeichen des c-Teilwortes Signale in der skizzierten Weise gestartet. Tretfen sich
diese Signaie genau auf den Grenzen zwischen dem a- und dem b-Teilwort sowie zwi~
schen dem b- und dem c-Teilwort, so wird die Eingabe akzeptiert.

Abb. 1.1 Erkennung von {a"b"c"IneN} in einem Zelldarautomaten
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Kapitel 1 : Einleitung

Jedes der mit Geschwindigkeit 1 fortschreitenden Signale verursacht in den durchiau-
fenen Zellen je eine Zustandsidnderung. daraus ergibt sich bei Eingabe eines Wortes w
gine sum-Zustandsénderungszahi von 3 lwl und eine max -~ Zustandsénderungszahl von 3.

kannten Sprachklassen finden sich in [Vo&Zal, [ Vo82b] und [ Vo84 .

in dieser Arbeit wird nun in erster Linie die max-Zustandsénderungskomplexitét betrach-
tet. Dabei wird zwischen unidirekticnalen und bidirektionalen Zellularautomaten unter-
schieden, und die Auswirkungen einer Beschrankung der Automaten auf Realzeit wird
untersucht.

Nach den grundiegenden Detinitionen werden in Kapitel 3 die Klassen der von Zellular-
automaten mit unterschiedlicher max-Zustandsanderungsbeschrinkung erkannten Spra-
chen untersucht, anschlieBend werden die mit einer konstanten Anzahl von Zustands-
dnderungen pro Zelle erkannten Sprachen gesondert betrachtet.

In Kapitel 5 wird versucht, die Ergebnisse der Betrachtung der Zustandsdnderungs-
komplexitat zu nutzen, um eine effiziente Fipeline-Verarbeitung in zellutaren und systo-
lischien Autornaten zu erreichen, die ldee dazu stammt aus [ Vo87 1. Im ndchsten Kapitel
wird versucht, einige der erhaitenen Ergebnisse mit Hilfe eines naiven Modells der in Let-
lularautomaten statifindenden Kommunikation zu veranschaulichen, zum AbschiuB werden
noch einige Teilergebnisse und offenen Fragen autgefiihrt.



2. Begriffe und Definitionen

In diesem Kapitel werden die der Betrachtung der Zustandsanderungskomplexitdt von
Zellularautomaten zugrundeliegenden Begriffe und Definitionen eingefuhrt. Dies geschieht
durch eine informelle Beschreibung des betrachteten Zellularautomatenmodells. Anschlie-
Bend werden die max- und sum-zustandsinderungsbeschrinkten Zellularautomaten und
die zugehorigen Sprachklassen definiert.

2.1 Verwendete Notationen

Im folgenden werden die wichtigsten in dieser Arbeit verwendeten Schreibweisen ange-
geben. Es werden dabei grundlegende Kenntnisse der Theorie der formalen Sprachen
und Automaten vorausgesetzt.

Das Alphabet einer formalen Sprache wird, sofern nicht anders angegeben, mit V, die
Zustandsmenge von Automaten mit A bezeichnet. Auf die erzeugenden Grammatiken
der betrachteten Sprachen wird grundsatzlich nicht eingegangen, stattdessen werden
die Sprachen durch die Eigenschaften ihrer Wérter definiert.

Ist V eine endliche Menge, so gilt:
— V* ist die Menge der Worter Uber V.
— V" ist die Menge aller Worter der Liinge n iber V.
— V" st die Menge aller Wérter mit Linge < n Uber V.

— A ist das leere Wort.
— V7 ist die Menge aller Worter ilber X mit Ausnahme des leeren Wortes.

Ist weV* ein Wort liber V, so gilt:
— Iwl ist die Ldnge von w.
— W) ist das k-te Zeichen von w.
— Wy ist das Teilwort wy wy ,q... W) von w,
— wR ist das Spiegelbild von w.

Sind A und B Mengen, so bedeuten :
— ACB: A ist echt in B enthalten.
— ACB: A istin B enthalten.
- AfB : A und B sind unvergleichbar.
— |Al ist die Kardinalitit der Menge A.



Kapitel 2 : Begriffe und Definitionen

Sind V und W endiiche Mengen, Ly € V* und f: V*—>W?¥, so gilt :

—

f(L1)1={f(W)|WEL1}.
(LR = {wR IweLyk

Weitere Schreibweisen in dieser Arbeit sind :

() heiBt Binomialquotient ( n Uber k).

V wird als Allquantor und 7 als Existenzquanior verwendet.

Inn ist der natiirliche Logarithmus von n.

ldn ist der Logarithmus von n zur Basis 2.

,, 8, und 83 bezeichnen die Familien der kontext-sensitiven, kontextfreien und
reguliiren Sprachen.

f=0(g) :{=> JkeN(VneN: fin)<k-g(n) ).

max M Ist das Maximum der Menge M.

sum M bezeichnet die Summe aller Elemente der Menge M.

Die folgenden Schreibweisen werden nochmals in den entsprechenden Abschnitten
definiert und hier nur der Vollsténdigkeit halber aufgefiihrt:

In(Inge-pn) k>1
s fini .
Ing,n [lnn K= 1 ( aus Definition 3.2 b) )
28 i)
. 2( (k~1) k1 i
2{',0-—{2" L =1 ( aus Definition 3.2 b) )

§ ist die Menge der in Kapitel 3 nachgewiesenen Zustandsénderungskomplexi-
titen und wird in Abschnitt 3.5 definiert.



Kapitel 2 : Begriffe und Definitionen
2.2 Zellularautomaten als Spracherkenner

In diesem Abschnitt werden die in dieser Arbeit betrachteten Typen von Zellularauto-
maten (ZA) vorgestelit und ihre Funktionsweise informeil beschrieben. Fir exakte Defi-
nitionen sei auf [ Vo791 verwiesen.

Ausgangspunkt fir die Untersuchung der Zustandsinderungskomplexitat ist ein eindi-
mensionaler, deterministischer Zellularautomat & = (A,1,N,F), den man sich als eine
unendliche Kette von endlichen Automaten vorstellen kann. Die Einzelautomaten sind dabei
nach einem im ganzen Zellularautomaten gleichen Schema, das durch den Nachbar-
schaftsindex N bestimmt wird, miteinander verbunden. F ist die globale Uberfithrungs-
funktion, die die in einem Schritt mdgliche Anderung des Gesamtzustands des ZA
beschreibt. Der Folgezustand jedes Einzelautomaten ist dabei von seinem eigenen Zu-
stand und dem der mit ihm verbundenen Automaten in deterministischer Weise ab-
hangig. Er wird durch die sogenannte lokale Uberfiihrungsfunktion bestimmt, die fiir alle
Einzelautomaten eines ZA gleich ist.. Die Zustandsmenge der endlichen Automaten wird
mit A bezeichnet; durch die 1 in der zweiten Komponente wird die Dimension des Zeilu-
larautomaten festgelegt.

Durch die Wahl des Nachbarschaftsindexes N werden die méglichen Richtungen und Ge-
schwindigkeiten des Datenflusses im ZA bestimmt. Es werden hier nur Zellularauto-
maten mit Hy- oder Hy-Raster betrachtet.

Bei einem Zellularautomaten mit Hy-Raster ist der Folgezustand eines Automaten ab-
hingig vom eigenen Zustand und dem des linken und rechten Nachbarn. Ein solcher ZA
wird auch als bidirektionaler Zellularautomat bezeichnet. Im Falle eines ZA mit Hy-Raster
wird der Folgezustand durch den eigenen Zustand und den des rechten Nachbarn be-
stimmt, es ist daher nur Kommunikation in einer Richiung moglich

Ein solcher unidirektionaler Zellularautomat ( UZA ) ist also ein Spezialfall des bidirek-
tionalen Zellularautomaten, der im folgenden einfach als ZA bezeichnet wird. Die Defi-
nitionen in den nichsten Abschnitten, die fur ZA formuliert werden, gelten daher sowohl
fur unidirektionale als auch fiir bidirektionale Zellularautomaten. Es werden zunidchst
nur diese beiden Typen von Zellularautomaten untersucht, in Kapitel 5 werden dann
weitere Automatentypen eingefihrt.

Die Funktionsweise der beiden hier vorgesteliten Typen von Zellularautomaten wird in den
folgenden Skizzen am Beispiel der Eingabe w=ayas...a, dargestelit.

Abb. 2.1 Zeilularautomat mit H,~-Raster und akzeptierender Zelle am linken Rand
der Retina {ZA)

skzeptieromie
Zalde
: : lllllll 1 :
P > —— e —)




Kapitel 2 _: Begriffe und Definitionen

Abb. 2.2 Zellularautomat mit Raster H; und akzeptierender Zelle am linken Rand
der Retina (UZA}

T
T

a, a, an €

Zur Erkennung von formalen Sprachen in Zellularautomaten werden noch einige weitere
Vereinbarungen benbtigt. Es wird ohne Einschrénkung vorausgesetzt, dafl das Alphabet
V der zu erkennenden Sprache in der Zustandsmenge A enthalten ist. Zu Beginn des
Erkennungsprozesses wird die Eingabe parallel in die Zellen des Zellularautomaten gela-
den, wobei jedes Zeichen des Eingabewortes von einer anderen Zelle eingelesen wird.
Die Zellen links und rechts vom Eingabebereich, der sogenannten Retina, werden mit
einem speziellen Begrenzungszustand € geladen, so daB die beiden Randzellen { beim UZA
nur die Zelle am rechten Rand ) ihre Position im Gesamtautomaten identifizieren konnen.

Der Zellularautomat verandert nun in jedem Berechnungsschritt seinen Zustand entspre-
chend der globalen Uberfuihrungsfunktion F. Dabei kann keine mit € markierte Zelle ihren
Zustand dndern, so daB die gesamte Berechnung in der Retina stattfindet. Ein Eingabe-
wort wird vom ZA akzeptiert, wenn die akzeptierende Zelle am linken Rand der Retina
im Verlauf der Berechnung einen speziellen Zustand ote A annimmt. Wird dagegen der
Zustand ¢ A angenommen, so wird die Eingabe nicht akzeptiert.

Der zu einem Eingabewort w gehtrende Anfangszustand eines Zeflularautomaten wird mit
c¥, der Zustand zum Zeitpunkt t entsprechend mit cY bezeichnet. Der Zustand der i~ten
Zelle von links zum Zeitpunkt t wird < (i) geschrieben.

Definition 2.1 Es sei A=(A,1,N,F) ein Zellularautomat mit Eingabealphabet VCA und
t:N—> N.

a) Lyg := {weV*1 (1) = o fiir ein t aus N} ist die von A erkannte
Sprache.

b) % ist t-zeitbeschrankt :{=> VweV*{It<cliwh: cP¥(1) e{o,0})

c) ZA. ist die Menge aller Sprachen, die von einem t-zeitbeschrinkten
ZA erkannt werden.

d) UZA. ist die Menge aller Sprachen, die von einem t-zeitbeschréank-
ten UZA erkannt werden.

Die Menge der in Realzeit von einem ZA bzw. UZA erkannten Sprachen wird mit ZAg
bzw. UZAgr bezeichnet.



Kapited 2 : Begriffe und Definitionen

2.3 Verhaltensfolgen und zustandsanderungsbeschrankte ZA

Fiir die im letzten Abschnitt eingefilhrten Zellularautomaten mit Hy- bzw. H,-Raster
werden nun die fur die Betrachtung der Zustandsdnderungskomplexitat bendtigten Begritte
definiert. Die Definitionen und Bezeichnungen stammen dabei weitgehend aus [Vo81].
Dazu werden zuvor noch einige Schreibweisen eingefihrt.

Die unendliche Folge von Gesamtzustanden ¢%, c¥, c¥, ... eines Zellularautomaten wird
als Verhaltensfolge (%> bezeichnet. {cW(i,j)> ist die raumliche Beschrénkung der
Verhaltensfolge auf die Zellen i bis j des ZA, {c%¥ (i)} entsprechend die Beschrinkung

auf die i-te Zelle.

Fine x-Verhaltensfolge <c% >lxi$t die zeitliche Beschrankung einer Verhaltensfolge
(W) auf die endliche Teilfolge c¥, ¢, ..., ¢ von Zusténden.

Diese Begriffe sind im folgenden Raum-Zeit-Diagramm noch einmal skizziert :
Abb. 2.3 Skizze einer Verhaltensfolge {c¥) mit w = a,a, ... a, in einem

1 -zeitbeschrinkten Zellularautomnaten

8y vee Bl By v dpn
N335 SN (R

t(n)

\
' (c‘{,"(k))l
t‘l

\ 4
>/ RCACID
CeW(1)

Definition 2.2 Es sei A =(A,1,N,F) ein Zellularautomat mit Eingabealphabet VCA,
weVt und g: N—>N.

a) alw, D) := | {t1 M)+ Yq(i) }H ist die Anzahl der Zustandsinderun-
gen in der i—ten Zelle bei Eingabe von w.
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b) Zmax(w) = max{ &{w,i)11<i< iwl} heiBt max-Anderungszahl zur
Eingabe w.

c) dsum (w) := sum{&(w,D) 1 1si<iwl} heifit sum-Anderungszahl zur
Eingabe w.

d) ¥ ist g- max -zustandsénderungsbeschrinkt
(=) YweV*H{amax(w) s gliwh)

e) % ist g-sum-zustandsinderungsbeschrinkt
:(=> YweV*{asum(w) < gliwh)

f) Eine Sprache L € V' heiBt g-max-{sum -)zustandsénderungsbe-
schrinkt, wenn wenn es einen g-max-{sum-)zustandsinderungs—
beschrinkten ZA gibt, der L erkennt.

7u beachten ist bei Teil d) der Definition, daB es fiir einen g-max-zustandsinderungs-
beschrinkten ZA, der eine Sprache L erkennt, nicht ausreicht, daf nur die Worter
aus L mit nicht mehr als g(n) Zustandsénderungen pro Zelle erkannt werden. Auch
bei Eingabe eines Wortes aus dem Komplement von L dirfen in keinem Fall mehr als
g(n) Zustandsanderungen pro Zelle stattfinden, bevor der ZA die Eingabe ablehnt. Ver-
zichtet man bei der Definition auf diese Bedingung, so erhdlt man zwar dieselbe Hier-
archie von Zustandsinderungskomplexititen ( siehe Kapitel 3 ), die zu den Komplexi-
titen gehdrenden Sprachklassen sind jedoch umfangreicher. Entsprechendes giit auch
fur die sum-zustandsénderungsbeschrinkten Zellularautomaten.

Wenn im folgenden von zustandsinderungsbeschrankten ( oder einfach ven anderungs-
beschrinkten ) Automaten oder Sprachen die Rede ist, so ist stets die max-Zustands-
dnderungsbeschrinkung gemeint. Die sum-Zustandsénderungsbeschrénkung wird nur an
wenigen Stellen betrachtet, es wird dann explizit darauf hingewiesen.

Definition 2.3 Fir g,t: N—) N wird definiert

a) AZA(g) ist die Menge aller von einem g -zustandsénderungsbe-
schrinkten ZA erkannten Sprachen.

b} AUZA (g) ist die Menge aller von einem g-zustandsénderungsbe-
schrinkten UZA erkannten Sprachen.

c) AZA((g) ist die Menge aller von einem <t -zeitbeschrinkten und
g- zustandséinderungsbeschrinkten ZA erkannten Sprachen.

d) AUZA,(g) ist die Menge aller von einem T -zeitbeschréinkten und
g- zustandsinderungsbeschrinkten UZA erkannten Sprachen.
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Neben AZA(g) und AUZA(g) werden in dieser Arbeit hauptséchlich die Klassen der
von zustandsinderungsbeschrinkten ZA und UZA in Realzeit erkannten Sprachen be-
trachtet. Diese Klassen werden mit AZAg(g) und AUZAg(g) bezeichnet.

Dabei werden im folgenden nur Zustandsénderungsbeschrankungen g mit g(n) < n be-
trachtet. Die Sprachfamilien AZA(g) und AUZA(g) mit g(n)2n sind sehr umfangreich
und lassen sich mit den hier vorgesteliten Methoden kaum eingrenzen.

Der néchste Satz folgt unmittelbar aus den vorangegangenen Definitionen :

Satz 2.1 Es sei g:N—> N mit g{n)<n fiir alle neN. Dann gilt:
a) AUZAg(g) € AZAg(g) € AZA(g)
b) AUZAg(g) € AUZA(g) € AZA(g)
o) AZAg(n) = ZAg
&) AUZAg(n) = UZAg

e) Ist A g-masx- zustandsinderungsbeschrénkt, dann ist & auch n-g-sum-
zustandstinderungsbeschrinkt.



